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Introduction

L’objectif de la chimie théorique est d’apporter un point de vue rigoureux de ’étude des
systeémes chimiques et plus largement de la matiere. L’étude de petits systémes atomiques et
moléculaires passe alors par 1'utilisation de la mécanique quantique.

Dans ce contexte, le défi majeur auquel sont confrontés les chimistes quanticiens est le pro-
bleme de la corrélation électronique. Deux approches de ce probleme cohabitent dans le
monde de la chimie quantique, les méthodes de fonctions d’onde et la théorie de la fonction-
nelle de la densité, ou DFT. La premiere consiste a résoudre de fagon approchée I'équation
de Schrodinger électronique indépendante du temps de fagon a obtenir une approximation
aussi fidele que possible de la fonction d’onde corrélée du systeme. La seconde se base sur
une reformulation astucieuse des équations pour se limiter & un probleme simplement basé
sur la densité électronique.

Ces deux méthodes présentent toutes deux des points forts et des points faibles et laissent
aux utilisateurs le soin de placer leur propre curseur entre cotit de calcul et précision. C’est
dans ce contexte que Andreas Savin proposa au milieu des années 80 puis formalisa en 1995
la combinaison de ces deux méthodes basée sur une décomposition spatiale de I'interaction
électron-électron.

Cette approche innovante du probleme a N corps a été développée depuis notamment par
Julien Toulouse qui a co-encadré ce stage avec Emmanuel Giner. Mon travail en leur compa-
gnie a consisté au développement de fonctionnelles de la densité adaptées a cette approche
et leur implémentation dans un code de chimie quantique développé par Emmanuel Giner,
Quantum Package.

La premiere partie de ce rapport consiste en une revue des différentes approches du probleme
a N corps. J’ai souhaité cette partie aussi complete et auto-suffisante que possible dans un
rapport de stage de Master 2, de fagon a pouvoir introduire la méthode DFT a séparation de
portée sur des bases solides. Dans cette partie je traite des méthodes de fonctions d’onde en
me focalisant sur la méthode Hartree-Fock puis sur le développement de la fonction d’onde
poly-électronique corrélée en terme d’interaction de configurations. Dans un second temps,
je présente les concepts de base de la DFT traditionnelle. Enfin, en m’appuyant sur ce qui a
été développé auparavant, j'introduis le formalisme de la DFT a séparation de portée.

La seconde partie de ce rapport présente les productions majeures issues de mon travail lors
de ce stage. J’y introduis le formalisme et la théorie sur lesquelles sont basées les différentes
fonctionnelles que j’ai été amené a implémenter dans Quantum Package, et j’y présente
la méthodologie que nous avons mise en place et qui a conduit au développement de la
fonctionnelle de corrélation & référence multidéterminantale de courte portée Egptq" "™
donnant des résultats extrémement prometteurs.






1 Energie électronique, le probléme & N corps

Pour étudier la matiere a 1’échelle atomique et moléculaire, c¢’est a la mécanique quantique que
les chimistes théoriciens doivent faire appel. Formellement, la caractérisation d’un systeme
composé de N, noyaux et N électrons, dans le cadre de 'approximation non relativiste,
consiste en la résolution de I’équation de Schrédinger indépendante du temps :

ﬁmol\:[ji — EZ\IIZ (1)

Ici, H,o est I'opérateur hamiltonien de la molécule, {U;} représente la base des fonctions
propres orthonormées de H,,,; et F; est ’énergie associée a 1’état propre ¥;.

La complexité analytique de cette équation provient de ’hamiltonien moléculaire qui com-
prend ’ensemble des interactions entre noyaux et électrons au sein de la molécule. Ce dernier
peut s’exprimer sous une forme légerement plus explicite de la fagon suivante :

]f]mol - Te + Tn + ‘766 + ‘7en + Vnn (2)

T et T représentent les opérateurs d’é energle Clnethue respectivement pour les électrons
(r;,me) et pour les noyaux (R, M,), et Ve, Vo et Vi représentent les opérateurs d’interaction
électrons-électrons, électrons-noyaux et noyaux-noyaux ou 1;; = ||r; — rj|| et respectivement
pour 7;, et Rap

R —h2 N R _h2 Np, Aa
Te_2me;Ai ’ Tn:Tza:E (3)
1 X Z,e? In Nn 7o Z5e?
Vee 47r450212]z>:Z Tij 47r602i:za: Tie Vam 47reoza:[g:a Rap '

A Dexception du cas des atomes hydrogénoides, cette équation n’admet pas de solution analy-
tique exacte. Il est toutefois possible, via certaines approximations, d’en calculer des solutions
approchées.

L’approximation de Born-Oppenheimer [1, 2] permet une grande simplification du processus
de résolution approchée de I’équation de Schrodinger indépendante du temps car elle permet
alors de traiter séparément la partie électronique et la partie nucléaire.

Il est relativement aisé de comprendre le principe de cette approximation d’un point de vue
classique. Les électrons, tres légers comparativement aux noyaux, bougent plus rapidement.
L’échelle de temps de la dynamique électronique, typiquement I'attoseconde (107!% s), est
bien plus courte que celle des mouvements nucléaires comprise entre quelques femtosecondes
et la picoseconde ( 10715 - 107! ). On peut donc considérer que les électrons bougent dans
le champ électrostatique créé par les noyaux considérés fixes.

Cela revient a dire que 'on peut résoudre I’équation de Schrédinger indépendante du temps
pour les électrons dont les positions sont notées {r;}, paramétrée par une position fixée {R,}

des noyaux, A
Helecqjelec({ri}; {Ra}) - Eelec({Ra})\Pelec({ri}; {Ra})7 (4)
f{elec = Te + ‘A/ee + ‘zn({rz}v {Ra})
De la méme fagon, on peut extraire I’équation de Schrodinger indépendante du temps pour les

noyaux, qui décrit la structure nucléaire de la molécule dans le nuage électronique considéré
a I’équilibre.



En effet, comme cela a été dit précédemment, pour une position {R,} des noyaux et un
état électronique Wopee({r;}; {Ra}) correspond une énergie Fy..({Ra}). Il a été possible de
définir 'opérateur hamiltonien électronique en considérant que les noyaux, lents par rapport
aux ¢lectrons, sont fixes. On peut maintenant utiliser la réciproque de cette approximation
en considérant qu’a 1’échelle de temps des mouvements nucléaires, les positions des électrons
peuvent étre moyennées sur la fonction d’onde de 1’état électronique considéré,

A

Hnucl = Tn + Vnn + <\I,elec|ﬁelec|qjelec> = Tn + Vnn + Eelec({Ra}) - Tn + Ezloéc({Ra})- (5)

On voit ici que dans le cadre de l'approximation de Born-Oppenheimer, la résolution de
I’équation de Schrodinger électronique indépendante du temps permet de définir une surface
d’énergie potentielle pour la résolution de I’équation nucléaire.

Obtenir une approximation aussi bonne que possible de la structure électronique est donc la
premiere étape permettant I’étude d’un systeme moléculaire [3]. C’est pour cela que le déve-
loppement de méthodes analytiques et numériques de résolution approchée de I’équation de
Schrodinger électronique indépendante du temps, aussi performante et robuste que possible,
est 'un des enjeux majeur de la recherche en chimie quantique.

1.1 Méthodes de fonction d’onde : de Hartree-Fock vers le Full CI

Le principal obstacle qu’il nous faut contourner pour traiter efficacement les systémes poly-
électroniques, ou comme on le désigne souvent le probleme a N corps, provient de I'inter-
action coulombienne entre électrons. Du fait de cette interaction, les électrons ne sont pas
indépendants les uns des autres, on dit qu’ils sont corrélés. La présence de 'opérateur Ve
dans ’hamiltonien empéche I’écriture de ce dernier comme une somme d’hamiltoniens mono-
électroniques. Cela se traduit par le fait que la fonction d’onde poly-électronique exacte
caractérisant un tel systéme ne peut pas s’exprimer comme un produit de fonctions d’onde
mono-électroniques. Autrement dit, un systeme a N électrons n’est pas équivalent a la su-
perposition de N systémes a 1 électron.

1.1.1 Hartree-Fock ou I'approximation des électrons indépendants

L’approche Hartree-Fock du probleme a N corps consiste pourtant a approcher la fonction
d’onde exacte par un produit anti-symétrisé de fonctions d’onde mono-électroniques, dési-
gnées sous le nom de spin-orbitales moléculaires. De fagon a tenir compte du principe de Pauli
pour les fermions, on n’utilise pas un simple produit (produit de Hartree) mais un produit
antisymétrique qui assure la propriété d’anti-symétrie de la fonction d’onde par rapport a
la permutation de deux électrons. Cela revient a restreindre ’espace de Hilbert, contenant
I’ensemble des fonctions d’onde a N électrons, a un sous espace contenant uniquement des
fonctions d’onde exprimées comme un déterminant de Slater,

Ua(X1)  Ua(X2) - Ua(Xn)
OS5 (xq, X9, -+, xXn) = ({Xi}ta, Up, - -+, un) = \/% Ub(?cl) ub(SX2) Ub(?(N) . (6)
un(x1) un(x2) - un(xny)

Ici, x; = (r; € R3,0; = o ou 3) représente 'ensemble des degrés de liberté d’espace et de spin
de T'électron i et les u,(x;) sont les spin-orbitales moléculaires exprimées comme le produit
d’une orbitale moléculaire spatiale et d'une fonction de spin : u,(X;) = pa(r;) X Lo(0y).



L’énergie d’une fonction d’onde exprimée sous cette forme s’obtient en calculant la valeur
moyenne de 'hamiltonien sur le déterminant de Slater correspondant,

EDS _ <(I>DS

A

Helec

elec

DS
o >:<U1,“',Ua,ub,"','tb]v

ula"'yuaauba"'7u1\7>- (7)

En décomposant 'hamiltonien en opérateurs mono et bi-électroniques,

elec Zh rz +3 ZZV rzvrj (8)

)
7 ¥ oz . . *
avec h(r;) et V(r;,r;) exprimés en unités atomiques ",

() = —gAC) =357 V(rar) = - o)

« lia Tij
)2 . .
on peut montrer [1, 2] que ’énergie s’exprime comme

occ. occ. occ.

EDPS Z(ualhwa + = ZZ uaub| |uaub> (uaub| |ubua). (10)

Ici, les sommes sur a et b courent sur I’ensemble des spin-orbitales occupées, et 'ordre d’appa-
rition de la spin-orbitale dans le Bra ou le Ket indique le label de I’électron qui I'occupe, c’est
a dire que |uaup) = (i rj|ug up) = ua(ri)up(r;) et |upug) = (v rjlup ) = up(r;)uq(r;).

Finalement, en définissant les notations suivantes,

(uaub| |uaub) (uguplugup) = Jap <ua|7z\ua> = hyq (11)

<uaub| |ubua) = (Uqup|upta) = Kap 5 (Ugp||uqup) = Jop — Kap,

on trouve que 'énergie d'une fonction d’onde exprimée comme un produit antisymétrique de

spin-orbitales est :
occ. occ. occ.

Zhaa + 5 szab (12)

Jup et Ky, sont appelées respectivement, intégrale de Coulomb ou intégrale de Hartree et
intégrale d’échange ou intégrale de Fock. La premiere représente l'interaction coulombienne
entre les densités électroniques associées aux spin-orbitales wu, et wu,

2 2
Palls)|”[Pb\T;
T = {ugunhan) = (pugalaen) (SIS0 (51 = {euplons) = [[ LeTIAEI gy 40
ij
(13)
La seconde ne possede pas d’équivalent classique,

Kap = (Uatp|uptia) = (PLa|@ppa) (XalXs) (Xp]Xa) = (Paslobpa); Xa=2p  (14)
=0; X, #%.

Notons enfin que J,, = Ky, et ainsi (uquq||uqu,) = 0. La compensation entre le terme de
Hartree et ’échange permet donc d’éviter 'apparition d’une erreur d’auto interaction.

*. Unités atomiques :
Longueur : 1 ua = rgonr ~ 0.52917721 A
Masse : 1 ua = m, ~ 9.1093826 x 1073! kg
Energie : 1 ua = 1 Hartree = 2R, ~ 27.211399 eV
h=m,=e?/dmeg = 1 ua



Il est évident, d’apres I'introduction de la section 1.1, que les fonctions d’onde ainsi construites
ne peuvent pas étre équivalentes a la fonction d’onde exacte. Cette forme serait toutefois
correcte en 'absence du terme d’interaction bi-électronique dans 'hamiltonien. C’est pour
cette raison que la méthode Hartree-Fock peut étre qualifiée d’approximation d’électrons
indépendants : nous utilisons la forme qu’aurait la fonction d’onde si les électrons ne se
"voyaient" pas directement via l'interaction coulombienne. Comme cela sera développé par la
suite, cela revient a considérer que l'interaction entre électrons n’est pas une interaction de
paire, mais une interaction de champ moyen.

1.1.2 Les équations Hartree-Fock, méthode du champ auto-cohérent

Ayant contraint la forme de la fonction d’onde approchée que nous cherchons, la résolution
de I’équation (4) pour I'état fondamental revient & chercher la fonction d’onde @ qui
approxime le mieux la fonction d’onde exacte de 1’état électronique fondamental Wy. D’apres
le théoreme variationnel, cette fonction d’onde est telle que I'énergie qui y est associée est
minimale.

Comme nous 'avons vu dans la partie précédente, I’énergie d’un déterminant de Slater dépend
des intégrales mono et bi-électroniques sur les spin-orbitales occupées dans la configuration
considérée. On dit alors que 1’énergie d’'un déterminant est une fonctionnelle des spin-orbitales
moléculaires, notée EP5[{u,}].

La combinaison du principe variationnel et de la restriction imposée sur la forme de la fonction
d’onde permet de réduire la résolution approchée de ’équation de Schrodinger électronique
indépendante du temps & un probléme d’optimisation. On cherche a minimiser EP%[{u,}] en
fonction des spin-orbitales tout en imposant la contrainte que ces dernieres restent orthonor-
mées. En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on trouve que l'optimisation
que l'on cherche a effectuer est la suivante :

min {EDS {u] - ggba( (tals) — 82 } (15)

{ua}

Le but de cette partie n’étant pas d’étre une présentation exhaustive de la dérivation des
équations Hartree-Fock, cela étant déja fait bien mieux que je ne pourrais le faire dans les
références [1, 2|, je ne vais pas la développer ici d’avantage.

Finalement, on montre que cette optimisation est équivalente a la résolution d’un systeme
d’équations aux valeurs propres sur les spin-orbitales appelées équations Hartree-Fock :

occ.

B, )t (x:) +2Vd |“b X] ] o(xi) — b;é Vd “bxﬂ)u(xﬂ)} up(%;) = Eqtta(x;). (16)

bra Tij

Le second terme du membre de gauche de ’équation précédente décrit le potentiel électrosta-
tique ressenti par ’électron 7 occupant la spin-orbitale u,. Au lieu du terme exact de couplage
1/r;; entre les électrons ¢ et j, nous avons maintenant un opérateur effectif, mono-électronique,
appelé opérateur de Coulomb,

jb(xl) = /dej. (17)

Celui-ci représente la moyenne pondérée sur ’ensemble des degrés de liberté de 1’électron j,
de l'interaction ressentie par 1’électron 7. Ainsi, en sommant sur I’ensemble des N — 1 spin-
orbitales occupées, différentes de celle occupée par ’électron 7, on obtient le potentiel moyen
local ressenti par un électron occupant la spin-orbitale u,, dii aux autres électrons.



De la méme fagon, le troisieme terme de I’équation (16) peut étre exprimé en fonction d’un
opérateur mono-électronique défini par son effet sur la spin-orbitale u,. Ce terme étant re-
présentatif de la composante d’échange du systéme poly-électronique, 'opérateur associé est
appelé opérateur d’échange :

Koy (5, )t (%) = [ / 45 (%) ta(X;) dxj] s (). (18)

rij

Les équations Hartree-Fock peuvent étre réécrites en utilisant ces opérateurs,

occ.

h(x;)ua(x;) + g [ T(xi) = K (x:) | ua(x1) = £atta(xs). (19)

Ici, Vopérateur de champ moyen dépend de la spin-orbitale considérée. Toutefois, on peut
remarquer que [J,(x;) — Ko (Xi)]ua(x;) = 0. II est donc possible d’incorporer le terme b = a
sans causer d’erreur d’auto-interaction,

occ.

h(x;)uq(x;) + §b: | T(xi) = Ko (i) |ua(%i) = €atta(xs), (20)

On peut alors définir 'opérateur de Fock, identique pour les différentes spin-orbitales,

occ.

Fxi) = hixi) + 3 [ Tolxi) = Ka(xs)| = hix:) + Virm (i), (21)

ot Vigr(x;) = X0 Jy(x:) — Ku(x;)] est Popérateur de champ moyen, aussi désigné sous le
nom de potentiel Hartree-Fock.

Finalement, on peut écrire ’équation Hartree-Fock sous sa forme la plus commune :

A

J(xi)ua(x:) = €quta(x5). (22)

On remarque que l'opérateur de Fock est lui méme défini via ses fonctions propres que 1’on
cherche a déterminer. Il n’est donc pas possible de le connaltre exactement sans connaitre au
préalable ses fonctions propres et inversement. Cela va nous imposer d’utiliser une méthode
de calcul itérative.

A partir d’un jeu de spin-orbitales initiales, choisies "suffisamment’ proches des {u,} recher-
chées, on parle de guess, on définit un opérateur de Fock approché grace auquel on est alors
en mesure de définir un nouveau jeu de spin-orbitales. Si le guess est "suffisamment physique",
celles-ci devraient alors étre meilleures que les précédentes, permettant alors de définir un
nouvel opérateur de Fock approché, lui méme meilleur que le précédent. Il est ainsi possible
de converger vers l'opérateur de Fock réel et vers les {u,} recherchées. On parle de méthode
de champ auto-cohérent ou self-consistent field method (SCF).

Ainsi, on peut obtenir les spin-orbitales canoniques Hartree-Fock, permettant de minimiser
I’énergie d’une fonction d’onde constituée par un déterminant de Slater ™ et fonctions propres
de lopérateur de Fock, avec pour valeurs propres associées {e,}.

*. Une transformation unitaire dans la base des {u,} ne modifie pas 1’énergie d’un déterminant de Slater.
Il est donc possible de générer une infinité de base minimisant cette énergie simplement par rotation entre les
{ug}. Il est commode de choisir la base des spin-orbitales dites canoniques, qui diagonalisent ’opérateur de
Fock. C’est ce choix qui sera fait dans ce rapport. Il peut étre intéressant d’utiliser ce type de transformation
pour générer des bases localisées, mais cela ne sera pas traité dans ce rapport.



La valeur propre associée a chaque spin-orbitale est appelée ’énergie de la spin-orbitale. Le
théoreme de Koopmans [1] permet d’interpréter ces énergies comme une approximation des
potentiels d’ionisation et affinités électronique d’une molécule, ou la relaxation électronique
est négligée.

On peut finalement construire le déterminant HF pour ’état fondamental dans la base des
spin-orbitales canoniques en occupant les N spin-orbitales de plus basse énergie :

(o) ~ |BFT) = |ug,ug, -+, un) . (23)

L’équation (12) permet alors d’exprimer 1’énergie de 1’état fondamental électronique du sys-
teme approximé au niveau Hartree-Fock :

o N 1 N N
@0 >:Zhaa+§zzjab_Kab' (24)

a=1 a=1b=1

Eé{F - <®£IF ‘ f{elec

1.1.3 Projection sur une base, les orbitales moléculaires LCAO

Résoudre 1'équation (22) signifie déterminer la valeur prise par les spin-orbitales u,(x;) en
tous points x;. De part le caractere non relativiste de I’hamiltonien utilisé, les spins « et (8
que nous avons associés aux spin-orbitales ne sont que des spins formels et la dépendance de
la fonction d’onde en fonction de la variable de spin est triviale. Ainsi, seule la dépendance
selon les variables d’espace reste a déterminer, c’est a dire connaitre la valeur de 'orbitale
spatiale ¢, (r;) en tous points r; de 'espace.

L’approche qui traduirait formellement cette objectif serait d’utiliser une méthode sur grille.
Cette méthode consisterait a discrétiser I’espace sur une grille de taille finie puis a diagonaliser
la représentation matricielle de 'opérateur de Fock sur cette grille [3]. Cette approche tres
directe souffre toutefois de la taille des matrices qu’il est nécessaire d’utiliser pour converger
vers le résultat exact. Cela rend cette méthode bien trop cofliteuse pour étre praticable.

Une méthode plus astucieuse consiste a projeter notre équation, non pas de facon directe
sur l'espace, mais indirectement par l'intermédiaire d’une base de fonctions {y,}. Ainsi,
une orbitale moléculaire projetée sur cette base s’exprime comme une combinaison linéaire
des fonctions de base. L’utilisation de fonctions de base "physiquement" représentatives per-
mettant une projection plus compacte de l'orbitale moléculaire, I'assimilation des {x,} aux
orbitales des atomes isolés est assez instinctive. Toutefois, le concept d’orbitale n’étant for-
mellement correcte que dans le cas des atomes hydrogénoides, c¢’est la forme de ces dernieres
qui sera prise pour modele. Cette approche est désignée sous I'acronyme LCAO pour Linear
Combination of Atomic Orbitals. Ainsi, les {x,} sont appelées orbitales atomiques, et on
exprime les orbitales moléculaires de la fagon suivante :

@a(rs) = Z X (13). (25)

D’un point de vue numérique, il est commode d’utiliser une base dite GTO (Gaussian-
Type Orbitals) ou chaque orbitale atomique est exprimée comme une combinaison linéaire
de fonctions gaussiennes. C’est ce type de base qui a été utilisée lors de mon stage. D’autres
types de bases existent telles que les Slater-Type Orbitals (STO) qui utilisent une forme
exponentielle conforme aux orbitales de ’hydrogene, et les bases d’ondes planes utilisées
principalement dans le domaine des matériaux pour décrire des systemes périodiques.



On peut imposer aux spin-orbitales de respecter la symétrie entre électrons a et 5. Pour cela
on impose que les spin-orbitales de spins opposés soient construites a partir du méme jeu
d’orbitales moléculaires on appelle ¢a I'approche Restricted Hartree-Fock (RHF). Utiliser des
spin-orbitales ne respectant pas cette symétrie conduit a I’approche Unrestricted Hartree-
Fock (UHF). Bien que non physique cette perte de symétrie permet d’avantage de souplesse
et permet dans certains cas d’améliorer les résultats obtenus. De nouveau, ne souhaitant pas
m’étendre plus qu’il ne me semble important sur la méthode Hartree-Fock, ce paragraphe
restera au niveau de remarque. J’ajouterai simplement que les calculs effectués durant mon
stage on été fait au niveau RHF.

L’expression LCAO des orbitales moléculaires permet d’exprimer I’équation Hartree-Fock en
fonction des orbitales atomiques :

f(XZ>ZCZ Xo (1) = €aZCg X (T3).- (26)

Cette forme a 'avantage de faire explicitement apparaitre un jeu de parametres ajustables,
les {2}, permettant de faire varier les orbitales moléculaires. C’est via ces coefficients que la
flexibilité variationnelle des orbitales moléculaires va s’exprimer. Résoudre I’équation Hartree-
Fock sur une base revient donc a déterminer la valeur des coefficients variationnels {c}.

En projetant '’équation (26) sur les orbitales atomiques {x,}, on obtient la forme matricielle
de I’équation Hartree-Fock sur une base, connue sous le nom d’équation de Roothan,

ZFW e zsaZSu,,cz, (27)
ou sous une forme plus compacte,
FC = SCe. (28)
F est appelée la matrice de Fock dont les éléments F),, sont définis comme suit :
F = (Xl fIx0) - (29)
S est la matrice de recouvrement entre les fonctions de base,
S = <Xu|Xu> . (30)

Enfin, C est la matrice des coefficients ¢ et € la matrice diagonale des énergies ¢,.

L’équation (28) peut finalement étre résolue en diagonalisant la matrice de Fock. Il est pour
cela nécessaire de passer par une étape intermédiaire d’orthogonalisation de la base [1] que
je ne détaillerai pas ici.

1.1.4 Effet de base, limite Hartree-Fock et énergie de corrélation

Les expressions (25) - (28) seraient exactes s’il était effectivement possible de représenter
I'orbitale moléculaire @, (r;) sur la base d’orbitales atomiques. En pratique, les bases que nous
pouvons utiliser ne sont pas completes, elles devraient pour cela contenir un nombre infini
de fonctions de base. La représentation de I’espace que nous obtenons est donc granulaire.
Cette imperfection est a l'origine d’une perte d’information d’autant plus importante que la
base utilisée représente mal 1'objet étudié.

Ce constat n’est pas spécifique a la méthode Hartree-Fock. Il est courant d’observer une forte
dépendance des méthodes de fonctions d’onde relativement a la taille de la base utilisée.



Cette dépendance est a la fois un des avantages mais aussi 'un des plus gros inconvénients
des méthodes de fonctions d’onde. D’un coté, elle offre la possibilité d’améliorer les résultats
obtenus de fagon systématique simplement en augmentant la taille de la base utilisée, cela est
moins évident avec les méthodes DFT. Toutefois, cela vient avec un grand prix a payer sous
la forme d’un cotit de calcul pouvant tres vite devenir limitant. En effet certaines propriétés
peuvent converger tres lentement avec la taille de la base, dans ce rapport l'accent sera mis
sur le calcul d’énergie, mais cela est bien entendu vrai pour n’importe quel observable.

La nécessité d’utiliser des bases de grandes tailles est peu problématique pour un calcul au
niveau Hartree-Fock dont le scaling du temps de calcul en fonction du nombre M de fonctions
de base est en M*. Elle I’est bien plus pour les méthode d’interaction de configuration que
nous verrons par la suite et dont le scaling pour un CISD est en MS et pire encore pour des
méthodes telles que le coupled cluster CCSD(T), que je n’aborderai pas dans ce rapport.

Il est raisonnable au niveau Hartree-Fock et sur des systemes de tailles "acceptables" d’envi-
sager d’augmenter la taille de la base jusqu’a convergence complete. On obtient alors 1’énergie
Hartree-Fock exacte appelée la limite Hartree-Fock. Cette énergie n’est pas égale a I’énergie
réelle du systeme car nous avons fait, dans la section 1.1.1, de fortes approximations sur la
forme de la fonction d’onde électronique. En particulier, nous avons postulé un comportement
indépendant des électrons ce qui nous a conduit a négliger une grande partie du caractere cor-
rélé des électrons. On définit alors I’énergie de corrélation comme la différence entre 1’énergie
réelle du systeme et I'énergie a la limite Hartree-Fock :

E, = Ey,— EIF. (31)

La récupération de I’énergie de corrélation est au cceur de la grande majorité des développe-
ments en chimie quantique. Bien que ne représentant qu’une faible fraction de 1’énergie totale
d’un systeme, elle est tout de méme primordiale lorsqu’on cherche a calculer des différences
d’énergie avec une incertitude de 'ordre de la "précision chimique" (= 1kcalmol™!).

La quéte de I'énergie de corrélation a conduit les chimistes quanticiens méthodologistes a
développer de nombreuses méthodes. Une approche possible est de modifier I’hamiltonien
du systéme pour inclure cette énergie de corrélation, c’est cette approche qui est utilisée
dans les méthodes DF'T présentées plus loin dans ce rapport. Une autre approche consiste a
chercher a améliorer notre représentation de la fonction d’onde électronique en se basant sur
une fonction d’onde Hartree-Fock. Les méthodes qui suivent cette philosophie sont appelées
méthodes post-Hartree-Fock.

1.1.5 Dépasser la limite Hartree-Fock, ’approche Full CI

L’approche qui va nous intéresser maintenant est la méthode d’interaction de configuration
complete ou plus communément FCI (Full Configuration Interaction). 11 a été établi que
les restrictions imposées sur la fonction d’onde sont a l'origine de la mauvaise description
du caractere corrélé des électrons au niveau Hartree-Fock. La méthodologie CI consiste a
assouplir ces restrictions. Le gain de flexibilité sur la fonction d’onde permet alors d’explorer
plus largement 1’espace variationnel et par conséquent d’obtenir une représentation plus fidele
de la fonction d’onde électronique exacte.

Concretement, nous allons maintenant imposer que la fonction d’onde s’exprime comme une
combinaison linéaire de déterminants de Slater. On peut montrer que si la base de détermi-
nants sur laquelle on développe la fonction d’onde FCI est complete, alors une telle expression
est strictement équivalente a la fonction d’onde exacte & N électrons [1].
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D’un point de vue pratique une base de déterminants ne pourrait étre complete qu’a condition
d’étre générée a partir d'une base de spin-orbitales moléculaires elle-méme complete, ce qui
ne sera jamais le cas. On désigne sous le nom de fonction d’onde FCI, la fonction d’onde
construite a partir de I’ensemble des déterminants que 'on peut générer dans une base a
un corps donnée. On la décrit comme la fonction d’onde électronique exacte dans une base
donnée. Celle-ci serait effectivement exacte si la base tendait vers une base complete.

Il est commode d’utiliser les orbitales moléculaires Hartree-Fock pour générer la base des
déterminants que I'on va utiliser. Chaque configuration peut alors étre exprimée par les diffé-
rences d’occupation des spin-orbitales entre le déterminant en question et la référence O

On utilise les labels (a, b, - - - ) pour désigner les spin-orbitales occupées dans la fonction d’onde
Hartree-Fock et les labels (r, s, - - - ) pour désigner les spin-orbitales inoccupées aussi appelées
virtuelles. Générer un déterminant quelconque a partir du déterminant Hartree-Fock consiste
a promouvoir un certain nombre d’électrons des orbitales occupées vers les orbitales virtuelles.
On forme alors des déterminant dits excités. On note @] le déterminant mono-excité dans
lequel la spin-orbitale u, a été vidée au profit de la spin-orbitale u,. La méme logique est

utilisée pour la notations des déterminants doublement excités @77, etc. :

|(I)é'IF>:’...’ua’ub’...>; |(I)2>:’...,u“ub7...>; |(I)2Z>:|...’umus7...>; (32)
On exprime alors la fonction d’onde FCI de la fagon suivante :
occ. virt. occ. virt.
[FET) = o [@1F) + 37D L |®0) + 30D i |®i) + - (33)
a r ab T8

ou avec une notation plus compacte ou |S) désigne les déterminants de Slater simplement
excités, |D) les doubles, et ainsi de suite jusqu'au N-tuples excitations,

|WFCly = ¢ |HF) +§Sjc5\s> +%ch |D) +2chT\T> +--~+%ch\N>. (34)

Le principe variationnel nous permet de déterminer la valeur optimale des différents coeffi-
cients de I'expansion CI de la fonction d’onde. On fait varier ces derniers de fagon a minimiser
la valeur moyenne de I’hamiltonien sur la fonction d’onde en imposant que W7 soit normée.
La dérivation formelle de cette optimisation implique de nouveau la méthode du multiplica-
teur de Lagrange. En projetant sur la base on arrive a une équation matricielle :

(HF|Heee HF) (HF|Hoee|S) -+ (HF|Heeel N) co co
<S|Hel?C|HF> <S|H<?ZEC|S> <S|He.lec|N> C‘S _ EFCI C‘S ) (35)
<N’[A{elec’HF> <N‘[:[elec‘s> <N’ﬁelec‘N> N N

Les éléments de la matrice représentative de I’hamiltonien projeté sur la base des déterminants
de Slater (matrice CI) peuvent étre facilement évalués via les regles de Slater [1]. La résolution
de cette équation est alors obtenue par diagonalisation de la matrice CI.

L’approche FCI soufre toutefois d’un grave probléme pratique, le nombre de déterminants. En
effet pour un systeme donné le nombre de déterminants a considérer, et la taille de la matrice
CI, a une croissance combinatoire avec le nombre d’orbitales moléculaires et d’électrons.

Pour un systéme possédant N, électrons a et Nz électrons 3 repartis dans M orbitales
moléculaires (cas des spin-orbitales restricted), le nombre de déterminants est :

M M M! M!
Ne - = . 36
det (Na> X <N5> NJ(M — N NGI(M — Np) (36)
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Le cotit d’un calcul FCI, en temps et en mémoire, devient alors tres vite prohibitif quand le
nombre d’électrons du systeme et la taille de la base augmente. Une méthode pour palier a
ce probleme est de limiter la taille de la matrice CI.

La méthode la plus directe pour obtenir ce résultat est de tronquer I'expression (34). Un CISD,
par exemple, consiste a se limiter aux déterminants mono et doublement excités. Bien qu’en
général efficace ces troncatures ne permettent pas, de s’assurer que 'on a capturé la partie
représentative de la corrélation électronique. De plus elle peuvent étre la source d’erreurs de
size consistance et de size extensivité comme illustré en annexe B de la référence [4].

Une approche plus subtile consiste a sélectionner sur la base de l'intuition chimique, un
ensemble d’orbitales actives, présenties pour apporter la grande partie de la physique du
systéme (par exemple les orbitales liantes et antiliantes associées a une liaison chimique lors
de I’étude d’'un systeéme a la dissociation), puis de construire la fonction d’onde CI & partir
des déterminants générés par ces orbitales, c’est 'approche CAS (complet active space).

Une grande partie des calculs que j’ai effectué au cours de mon stage ont été fait au niveau
FCI mais j’ai aussi été amené a utiliser une méthode de CI sélectionnée. Cette méthode
appelée CIPSI (Configuration Interaction using Perturbative Selection done Iteratively) a été
développée dans les années 70 [5] et remise au gotit du jour par Emmanuel Giner au cours
de sa these [4]. Elle consiste a construire la fonction d’onde CI en sélectionnant de fagon
itérative les déterminants dont les poids dans la fonction d’onde, estimés par perturbation,
sont importants. Elle permet ainsi une amélioration systématique de la fonction d’onde tout
en réduisant drastiquement la taille de la matrice CI a diagonaliser avec une forte garantie
d’avoir capturé la majeure partie de la corrélation.

'74.9 L) L) T
aug-cc-pCVDZ ——
_ aug-cc-pCVTZ —— |
74.92 aug-cc-pCvQZ
aug-cc-pCV5Z ——
-74.94 exact — 1
—~ -74.96
[}
o
£t -74.98
©
T
§ -75
W .75.02
-75.04
-75.06 | i
-75.08 4 4 .
100 1000 10000 100000

nombre de determinants

Fig. 1. Convergence de 1’énergie CI de I'atome d’oxygene en fonction du nombre de déter-
minants CIPSI et pour différentes bases aug-cc-pCVXZ (X=D,T,Q,5).
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1.2 Théorie de la fonctionnelle de la densité, approche Kohn-Sham
de la DFT

La seconde grande famille de méthodes utilisées pour résoudre ’équation de Schrodinger élec-
tronique indépendante du temps sont basées sur I'utilisation de la densité électronique. L’idée
principale de la théorie de la fonctionnelle de la densité ou DFT (Density Functional Theory)
est de remplacer le calcul coliteux et complexe de la fonction d’onde électronique corrélée du
systeme dépendant de ’ensemble des 4N coordonnées d’espaces et de spin décrivant les N
électrons du systeme, par des considérations uniquement basées sur la densité électronique
ne dépendant que des 3 variables d’espace. Comme je le développerai un peu plus loin, cela
est possible au prix de devoir développer des approximations a l'ingrédient clef de la DFT, la
fonctionnelle d’échange-corrélation. Comparativement a leurs cousines basées sur la fonction
d’onde, cette reformulation astucieuse du probléeme a N corps a pour effet une diminution
drastique du cofit de calcul faisant de la DFT la méthode la plus utilisée actuellement en
chimie quantique.

1.2.1 La fonctionnelle universelle

C’est & Hohenberg et Kohn que I'on doit la premiere formulation de la DFT en 1964 [6] via
les théoremes qui portent leurs noms. Le formalisme d’optimisation sous contrainte introduit
par Levy en 1979 [7, 8] puis Lieb en 1983 [9] permet une dérivation simple et élégante des
équations de la DFT a partir du principe variationnel :

Ey = min (V[ A|¥) = min (V|T, + Ve + Ve |0) . (37)
On peut ré-exprimer le principe variationnel comme une double minimisation. Tout d’abord

on minimise 1’énergie électronique du systéme sur l’ensemble des fonctions d’onde ¥ qui
donnent une densité électronique n(r) fixée puis on minimise sur la densité :

Ey = min min (T, + Ve + Voo | ) . (38)
n —n

On peut remarquer que la valeur moyenne de 'opérateur d’interaction noyaux-électrons ne
dépend pas de la fonction d’onde mais uniquement de la densité électronique,

\I{> — <\Ij ‘ _ Zn é \Ij> = — ZnZa / nﬁ:j) d?"i = /Vne(ri)n(ri)dri R (39)

(w ] V.

Tia

ainsi on peut sortir ce terme de la minimisation sur la fonction d’onde :

Ey = min { g}nin{ (U|T, + V| W) } + / Vne(ri)n(ri)dri}. (40)
n —n

Le terme purement électronique est une fonctionnelle commune a I’ensemble des systemes

atomiques et moléculaires, il constitue ce qu’on appelle la fonctionnelle universelle :

Fln) = min (U|T, + Vee| 0) = (U[n]| T; + Vee | ¥[n]) = Te[n] + Vieln], (41)
ou ¥[n] est la fonction d’onde qui minimise I’énergie pour une densité n fixée.

L’expression exacte de la fonctionnelle universelle par rapport a la densité électronique n’est
toutefois pas connue il est donc nécessaire de 'approximer. Malheureusement aucune ten-
tative ne s’est pour le moment révélée fructueuse principalement en raison de la difficulté
d’exprimer le terme d’énergie cinétique comme une fonctionnelle de la densité. D’un point de
vue pratique, I'expression de la fonctionnelle universelle sous cette forme ne semble donc pas
étre une option viable.
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1.2.2 La DFT Kohn-Sham

L’alternative permettant de contourner le probleme de ’expression de la partie d’énergie
cinétique de la fonctionnelle universelle a été développée par Kohn et Sham en 1965 [10]. Le
principe de cette approche s’appuie sur le constat qu’il est trivial d’exprimer la composante
d’énergie cinétique dans une approche Hartree-Fock utilisant une fonction d’onde exprimée
comme un déterminant de Slater comme nous ’avons vu plus tot. Kohn et Sham proposent
alors d’étudier un systeme fictif sans interaction et d’en minimiser 1’énergie cinétique sur
I’ensemble des fonctions d’onde exprimées comme d’un déterminant de Slater & donnant la
densité électronique n. Cela est possible car un unique déterminant de Slater est suffisant
pour générer n'importe quelle densité électronique [11] :

min (@[} = (@[n]|T.|®[n]) = T [n]. (42)
La fonction d’onde ®[n] qui minimise I’énergie cinétique de ce systéme sans interaction pour
une densité fixée est appelée la fonction d’onde Kohn-Sham.

On exprime alors la fonctionnelle universelle en utilisant cette fonction d’onde. Nous avons
vu précédemment que la valeur moyenne de 'opérateur d’interaction électronique sur un
déterminant de Slater donne lieu & un terme de Hartree et un terme d’échange (équation 12).
Toutefois nous avions conclu sur la méthode Hartree-Fock en mettant en avant le caractere
imparfait de la description de l'interaction entre électrons par un unique déterminant de
Slater. Cela est aussi vrai pour le terme d’énergie cinétique. Nous devons donc introduire un
terme correctif pour prendre en compte 1’énergie de corrélation :

Fln] = ([n]|T. + Vee| @[n]) + Ec[n] = Ty[n] + Ensc[n]- (43)

Le terme Eyy[n] est désigné comme la fonctionnelle de Hartree-échange-corrélation. Cette
derniére contient le terme de Hartree dont I’expression en fonction de la densité électronique
est triviale comme nous ’avons vu plus tot dans I’équation (13) :

1 occ. occ.

Buln] = 5 Zzb: Ty = ; / / Wdridrj . (44)

L’expression exacte de la fonctionnelle d’échange-corrélation Ey.[n] n’est pas connue. On peut
toutefois l'interpréter comme l'interaction électrostatique entre la densité électronique et le
trou d’échange-corrélation (voir les références [12, 13, 14]). Le développement d’approxima-
tions pour ces fonctionnelles est le coeur du développement en DFT. Notons toutefois que
le terme d’échange posséde une expression analytique simple en fonction de ®[n] et Ey[n] :

E{[®[n]] = (®[n]|Vee|®[n]) — Euln]. (45)

Cette expression n’est toutefois pas utilisée dans les méthodes basique de DFT car I'un des
mécanisme utilisé pour développer des approximations efficaces a la fonctionnelle d’échange
corrélation est la compensation d’erreur entre le terme d’échange et le terme de corrélation.
Elle sert néanmoins dans des méthodes plus évoluées pour introduire une fraction ou la
totalité de I’échange exact.

En injectant I'expression de la fonctionnelle universelle dans I’équation (40), on obtient :

Eo = min {f[n] +/ Vne(ri)n(ri)dri} — min { (@[n)|T, + V| ®[n]) + EHXC[n}}, (46)

ol on a réintroduit le terme d’interaction électron-noyaux dans la valeur moyenne sur la
fonction d’onde Kohn-Sham.
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On peut maintenant réexpliciter la minimisation selon & :

n d—n

min { min { (@[, + V.|@) } + EHXC[n]}. (47)

La densité électronique étant générée par la fonction d’onde Kohn-Sham (n = ng), on peut
considérer que la fonctionnelle Fy,. est une fonctionnelle implicite de la fonction d’onde,
FEixc[n] = Euxe[ne]. On peut donc factoriser la minimisation selon @ :

min min { (DT, + Ve |B) + EHXC[%]}. (48)

n o

Il est maintenant possible de minimiser uniquement selon la fonction d’onde sans imposer de
contraintes sur la densité :

Ey = min { ([T, + Vuel®) + Eusclnol } = (®SIT. + Vel 0fS) + Busclragsl:  (49)

De facon logique on trouve une expression de I’énergie de 1’état fondamental tres semblable a
celle qu’on avait trouvé avec I'approche Hartree-Fock (équation 24), cela s’explique car nous
avons dans les deux cas imposé une forme de déterminant de Slater a la fonction d’onde.
Une différence majeure existe toutefois entre les deux méthodes, la présence du terme de
corrélation dans la version Kohn-Sham de 1’énergie. Du fait de la présence de ce terme,
I'énergie exprimée dans 'équation (49) est formellement exacte. En pratique elle le serait si
nous disposions effectivement de I’expression exacte de la fonctionnelle Fyy. [nq)(l)(s].

1.2.3 L’équation Kohn-Sham

De fagon analogue a ce que nous avions vu dans la section 1.1.2 pour minimiser I’énergie
Hartree-Fock, nous pouvons utiliser la méthode du multiplicateur de Lagrange pour imposer
I’orthonormalité de la fonction d’onde Kohn-Sham :

m(gn{E[CI)] —e((@]) - 1)} = min {z[cp]}. (50)

Chercher un minimum de la fonctionnelle £[®] est équivalent a chercher un point station-
naire ou la dérivée fonctionnelle de L][®] par rapport & ®, ou identiquement au ®*, est nulle
(voire 'annexe B de la référence [12] pour une introduction au dérivées fonctionnelle). Cette
minimisation conduit a I’équation Kohn-Sham exprimée ici en notation de Dirac :

(Te + Vne + VHXC) |(I)> =& |(I)> s (51)
ou l'on a introduit le potentiel de Hartree-échange-corrélation :
5EHXC [7’L<1>]
xe\l) = —(———~<— 2
Vinel2) = 2 (52)

On a donc montré que la fonction d’onde Kohn-Sham associée a 1’état fondamental élec-
tronique du systeme est une fonction propre d’un opérateur, 'opérateur de Kohn-Sham. La
résolution de cette équation est un probléeme mathématiquement équivalent a la résolution
de I’équation de Schrédinger électronique indépendante du temps dans le cas de 'approche
Hartree-Fock vue précédemment. On peut donc utiliser la méme machinerie mathématique
que précédemment (projection sur une base d’orbitale atomique, diagonalisation, etc.) pour
résoudre cette équation. Toutefois, le potentiel de Hartree-échange-corrélation, et par consé-
quent l'opérateur de Kohn-Sham, dépend de la fonction d’onde via la densité électronique.
Il est donc nécessaire d’utiliser une approche auto-cohérente par recalcules successifs jusqu’a
convergence de la densité électronique.
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1.2.4 Approximation LDA de la fonctionnelle d’échange-corrélation

A la facon du modele de I’atome hydrogénoide pour les méthodes de fonction d’onde, le
systeme de référence pour les méthode DFT est le gaz d’électrons uniforme (UEG pour
Uniform Electron Gas). Ce systeme fictif consiste en un gaz homogene et infini d’électrons a
la densité n constante dans tout 1’espace. L’énergie d’échange-corrélation par particule d'un
tel gaz est donc une grandeur constante, dépendant uniquement de la densité électronique n
du gaz, €9 (n).

L’approximation la plus simple pour la fonctionnelle d’échange-corrélation, consiste a 1’assi-
miler localement a 1’énergie d’échange-corrélation par particule d’'un UEG de densité égale
a la densité locale du systeme. Cette approximation ne dépend que de la valeur locale de la
densité électronique, c¢’est pour cela qu’on désigne cette approximation sous le nom de Local
Dansity Approximation ou LDA :

2] = [ n(r)eset (n(x))dr (53)

L’aspect attractif de cette approximation provient de la relative simplicité de I’évaluation
de €%9(n). En effet, celle-ci peut se décomposer en une composante d’échange et une de
corrélation, %9 (n) = ¥4 (n) 4+ ¥ (n) dont la composante d’échange peut étre dérivée ana-

=00

lytiquement via un calcul sur 'UEG :
Connaissant le terme d’échange, on peut déterminer le potentiel d’échange V, associé a 'ap-
proximation LDA :

ueg
X

wl—=

e (n) = cxn

JELA = / 5(cxn(r)s)dr = / (dZ":3> Sn(r)dr (55)

n=n(r)

=

deens 4

CxN3

VEIiPA(p) = = = —cn(r 56

() = (4 ) (56)
n=n(r)

Le terme de corrélation, en revanche, ne peut pas étre résolu analytiquement. Pour contourner

ce probleme, le terme de corrélation a été paramétré en utilisant des calculs Monte Carlo

quantique de haute précision pour différentes densités ainsi que les développements connues

de €9 (n) a faible et grande densités [12]. La paramétrisation de la fonctionnelle de corrélation

LDA que j’ai été amené a utiliser durant mon stage est celle de Perdew et Wang (PW92).

1.2.5 L’erreur d’auto-interaction et le probleme des états quasi-dégénérés

De nombreuses autres approximation de la fonctionnelle d’échange-corrélation ont été pro-
posées depuis 1965 tels que la famille de fonctionnelle GGA (Generalized Gradient Approzi-
mation), qui prend en compte, via sa dépendance en gradient de la densité Vn(r), le fait que
la densité du systeme n’est pas constante.

Le développement de ces approximation est un "art" qu’il est difficile de formaliser tant les
méthodologies appliquées ne sont pas systématiques. L'un des guides courant pour développer
de nouvelles fonctionnelles est d’imposer d’avantages de conditions exactes connues, voir les
référence [15, 16] pour une liste non exhaustives de ces conditions.
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L’une des manifestation les plus flagrante du caractere imparfait des différentes fonctionnelles
approchées est l'erreur d’auto-interaction. Le terme de Hartree exprimé dans 'équation (44)
représente 'interaction coulombienne entre la densité électronique du systeme en deux points
r; et r;. Toutefois, la densité électronique en ces deux points contient une contribution de
I’ensemble des électrons du systemes. Ainsi, le terme de Hartree contient 'interaction non
physique de chaque électron avec lui méme.

L’erreur d’auto interaction est flagrante sur les systemes mono-électroniques dont I’énergie
de Hartree devrait étre nulle ce qui n’est pas le cas en pratique. La contribution parasite au
terme de Hartree devrait étre parfaitement compensée, comme nous ’avons vu section 1.1.1,
par le terme d’échange. Cela n’est pas le cas car nous n’utilisons pas ’expression de 1’échange
exacte. En pratique, la compensation d’erreur avec la corrélation permet de palier en partie
a ce probleme comme la montre la figure 2 dans le cas de 'hydrogene.

Le cas de la molécule de Hy (figure 3) est lui aussi fortement démonstratif des limites des fonc-
tionnelles approchées. Son énergie de Hartree-échange-corrélation devrai, a I'image de celle de
I’atome d’hydrogene isolé, étre nulle a la dissociation. Le probléeme d’auto-interaction est pré-
sent mais cette erreur n’est ici pas la seule. Du fait de la dégénérescence des états |1s,a, 1s4/5)
et |1s43, 1sqar) & dissociation, I’état fondamental Kohn-Sham possede sur chaque atome d’hy-
drogene de la densité a et § dont l'interaction se retrouve dans le terme de Hartree. La
dégénérescence de 1’état fondamental conduit donc a I'apparition d'une erreur de corrélation
forte, qui devrait étre compensée par la fonctionnelle de corrélation. Le caractere imparfait
de nos approximations de cette fonctionnelle ne le permet pas complétement conduisant a
une énergie bien trop importante a dissociation.

0.1 T T T T T T -0.7
0.75
0.08
-0.8
0.06 | 0.85
% ooaf g -0.9
E £ 095
L g0z} 5
w 2 b
w
ok -1.05
-11
-0.02 |
-1.15
-0.04 . . . . . . 1.2 . . . .
0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0 2 4 6 8 10
1/X distance (Bohr)
Fig. 2. Composantes de la fonctionnelle Fig. 3. Courbe d’énergies LDA et PBE
E2Y pour H avec les bases cc-pVXZ (équation 49) de Hs en fonction de la dis-
(X=D,T,Q,5,6) en fonction de 1/X. tance H-H et pour une bases cc-pVTZ.
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1.3 La DFT aséparation de portée, le meilleur des deux approches

Présenté ainsi, le chimiste quanticien semble se retrouver devant ces deux grandes familles de
méthodes apparemment orthogonales 1'une de 'autre. Si les méthodes DFT ont l'avantage
du temps de calcul leurs résultats restent fortement tributaires du choix empirique de la
fonctionnelle d’échange-corrélation utilisée la ou les méthodes de fonction d’onde donnent
des résultats moins incertains et systématiquement améliorables.

La méthode que je vais maintenant présenter, et qui a été au cceur de mon travail de stage,
permet un couplage formellement exact de ces deux approches. Proposée en premier lieu
par Andreas Savin au milieu des années 80 puis formalisée en 1995 [17], cette approche du
probléeme a N corps consiste a décomposer 'interaction électronique en composante de longue
et courte portée puis de les traiter distinctement via une approche fonction d’onde pour 'une
et DFT pour l'autre. La possibilité de coupler une approche de type fonction d’onde avec une
fonctionnelle de la densité permet alors de développer une approche multi-déterminantale de
la DFT. Nous disposons ainsi d’une méthode apte a tirer le meilleur des deux approches.

1.3.1 La décomposition spatiale de I’interaction électronique. Dans quel but ?

Comme cela a été dit précédemment, les méthodes de fonction d’onde post-Hartree-Fock
sont marquées par la nécessité d’utiliser d’imposantes bases de déterminants de fagon a
récupérer la majeure partie de la corrélation électronique. Cette contrainte se comprend en
considérant certaines conditions sur la forme de la fonction d’onde électronique exacte, et
plus particulierement la condition de cusp électron-électron a coalescence [18, 19].

Ces conditions découlent du fait que les opérateurs d’interaction électron-électron V.. et
électron-noyaux Ve divergent respectivement en r;; = 0 et r;, = 0. L’énergie électronique du
systéme ne pouvant pas diverger, il est nécessaire que le terme d’énergie cinétique T, diverge
avec un signe opposé lorsque 'une de ces condition est vérifiée. L’opérateur d’énergie cinétique
étant dépendant du laplacien (la dérivée 2°¢) de la fonction d’onde électronique, sa divergence
est synonyme d’une discontinuité du gradient (un cusp) de la fonction d’onde.

Prendre en compte la corrélation électronique signifie retrouver la dépendance explicite de la
fonction d’onde en fonction des positions relatives des électrons. Une fonction d’onde corrélée
est donc en mesure de rendre compte de la répulsion inter-électronique ce qui se traduit alors
par une diminution de la probabilité conditionnelle de trouver un électron a proximité d’un
second, autrement dit de la densité de paires

na(r1,12) = N(N — 1) / 0|2 doy dog dxs - - - dxy. (57)

Cette diminution de la densité de paires constitue le trou d’échange-corrélation.

De part le principe de Pauli, la densité de paires a coalescence ny(r,r) est nulle pour deux
électrons de spins identiques. Pour deux électron de spin opposés en revanche elle est non
nulle mais correspond a un minimum. De plus, pour la raison évoquée plus haut, la densité
de paires présente un cusp a coalescence.

Ce cusp est l'une des raison de la lente convergence des méthodes de fonctions d’onde[20].
En effet nous nous retrouvons a essayer de reproduire des détails discontinu de la fonction
d’onde, en utilisant uniquement des fonctions d’ondes anti-symétriques exprimées comme des
produits de fonctions gaussienne continues.
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La figure 4 illustre, pour 'atome d’hé- 0.0085

lium, la lente convergence de la densité 0.008 |
de paires a proximité du cusp associé 00075 k
au trou de corrélation en fonction du 0007 F
nombre de déterminants dans la fonction 00065 F
d’onde CIPSI. o

< 0006 }
Cette derni¢re a été obtenue en fixant = o00ss | HF ——
I’électron 1 & une distance r = 0.85 A 0.005 | e
du noyau, puis en calculant la densité de 00045 | 2
paires pour différentes positions de ’élec- 0,004 | e —
tron 2 sur un cercle de rayon r, centré 00035 i M
sur le noyau, et contenant la position de -1 05 0 05 !
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Fig. 4. Convergence de la densité de paires de He

On observe effectivement que la conver- ) ) .
en fonction du nombre de déterminants (cc-pV6Z).

gence du trou de corrélation est particu-
lierement lente pour des électrons a courte distance. En revanche elle est plus rapide lorsque
les électrons sont plus éloignés. Cela montre que l'une des principales raisons a la lente
convergence des méthodes de fonction d’onde est due a la difficulté de reproduire le compor-
tement a courte portée des électrons. Ainsi une grande partie des déterminants inclus dans
le développement CI de la fonction d’onde, n’ont qu’'un poids relatif tres faible et ne servent
majoritairement qu’a raffiner la représentation proche du cusp de la densité de paires.

D’un autre coté, les méthodes DFT ont d’avantages de facilité a décrire la courte portée
de l'interaction électronique. Il est tres facile de se convaincre de ca en considérant I'ap-
proximation LDA. Comme nous ’avons vu plus tot, cette approximation revient a assimiler
localement le systéme a un gaz d’électron homogene. Il est donc attendu que cette approxi-
mation soit correcte pour des systemes caractérisés par une tres faible variation spatiale de
la densité électronique ou sur une plage spatiale suffisamment restreinte pour que la densité
ne varie pas fortement [14]. Ce constat se transpose a des fonctionnelles tels que les GGAs
en considérant la dépendance en Vn comme une correction a l'approximation LDA.

Le découpage de l'interaction électronique en composante de courte et longue portée, dont
le formalisme sera exposé dans la partie suivante, permet donc de tirer parti des forces
complémentaires des méthodes de fonction d’onde et DF'T.

En traitant par une approche de fonction d’onde uniquement la longue portée de I'interaction
électronique on s’affranchit du probleme posé par le cusp a coalescence. Les fonctions d’onde
multidéterminantales destinées a rendre compte de la corrélation de longue portée ont donc
une représentation bien plus compacte que les fonctions d’onde rencontrées dans le cas de
méthodes de fonction d’onde pures [20], rendant bien plus acceptable la taille des matrices
CI que nous aurons a gérer.

L’utilisation d’une approche DFT pour traiter la courte portée permet d’utiliser les fonc-
tionnelles approchées dans un cadre ou la validité de nos approximations est maximale. De
plus la réduction du poids total de la DFT permet de limiter I'impact de 'erreur d’auto-
interaction. Enfin, le report d’une partie de la corrélation électronique sur la partie fonction
d’onde permet a cette méthode une plus grande flexibilité vis a vis des systeémes présentant
des cas de quasi-dégénérescence ou fortement marqués par des effets a longue portée tels que
les interactions de van der Waals.
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1.3.2 Le formalisme de base de la DFT a séparation de portée

Dans cette partie je vais présenter le formalisme permettant de coupler rigoureusement les
méthodes DFT avec un calcul explicite de la fonction d’onde via la décomposition spatiale de
I'interaction coulombienne entre électrons. Les équations impliquées sont bien entendu tres
proches de celles présentées dans la partie 1.2 ; ¢’est pourquoi je mettrai ici d’avantage 1’accent
sur les différences et les spécificités de cette approche vis a vis de la DFT traditionnelle.

Le cceur de cette méthode est de décomposer l'interaction électronique en composantes de

courte et longue portée :

1
— = w4+ w. (58)
r

Pour cela nous utilisons habituellement la fonction erreur [21] :

erf(x) = \/2% /Ox e tdt. (59)

Celle-ci est nulle en z = 0 et égale a 1 pour + — oo. On défini I'interaction "erf" de longue
portée en fonction de la distance inter électronique r et d’un parametre p homogene a l'inverse
d’une distance qui régule la portée de séparation,

wlr,u(r) — erf(/u“) 7 (60)

ee r

et la partie complémentaire de courte portée,

wipt(r) = L~ utp(ry = LD (61)

r r
La figure 5 illustre la décomposition spatiale de ST y .
I'interaction électronique. On peut voir que la Weelr
composante de longue portée ne diverge pas en 251 e
r = 0 contrairement au cas coulombien. Ceci jus- re=1h
tifie ma remarque de la section précédente concer- 2r
nant ’absence de condition de cusp a coalescence .5

pour une fonction d’onde obtenue en traitant uni-
quement l'interaction de longue portée.

On peut aussi remarquer que l'interaction de

Potentiel d’interaction (u.a.)

courte portée devient négligeable pour une dis- 0.5
tance inter-électronique de l'ordre de r. = 1/u

, 0 . . . .
appelée rayon de coupure. PPy — s 2 25 3

r(u.a.)
Fig. 5. Interaction coulombienne et erf
de longue et courte portée pour p = 1.

L’utilisation de la fonction erreur n’est pas la seule
méthode a avoir été appliquée pour séparer 1'in-
teraction électronique. Originellement, c’est le po-
tentiel de Yukawa qui a d’abord été utilisé [17, 22]. D’autres formes dérivées de l'interaction
erf ont aussi été envisagées [23]. Au cours de mon stage, et dans ce rapport c’est uniquement
I'interaction erf qui a été utilisée.

On peut réécrire 'hamiltonien électronique en explicitant les composantes de courte et de
longue portée,

H = To + Vi + Wi+ W, (62)
ol
Wit =S wlt et Wit = Vo= Wit (63)
1<j
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On peut utiliser 'hamiltonien exprimé sous cette forme pour redériver les équations de la
partie 1.2. On trouve alors I'expression de la fonctionnelle universelle, équivalente a celle de
I'équation (41) :

Fln] = min { (|7, + Wi+ W |w) }, (64)
De nouveau cette expression de la fonctionnelle universelle n’est pas praticable. Dans 'ap-
proche Kohn-Sham nous avions introduit un systeme modele sans interaction. Ici, nous allons
introduire un systeme fictif soumis uniquement a la partie de longue portée de l'interaction
électronique. On redéfini alors la fonctionnelle universelle de la fagon suivante :

Fln] = F"tn] + F#[n], (65)
ot F'™#[n] est la fonctionnelle universelle de longue portée :

Ir o 7 T7lr
Fr[n] = min { (U|T, + W |¥) } (66)
On note W™#[n] la fonction d’onde qui minimise ’énergie pour une densité n fixée. Ainsi, par
analogie avec la cas coulombien,

Fr¥n] = (U n] [T, + W0 n]) = Tiln] + Ei%n), (67)

HxcC

ou Tg[n] est la fonctionnelle d’énergie cinétique Kohn-Sham.

Contrairement au cas Kohn-Sham, la fonction d’onde multidéterminantale W'"*[n] contient
ici la totalité de 'information relative a la corrélation de longue portée, cela n’est évidement
pas le cas pour le déterminant Kohn-Sham c’est pourquoi nous avions du ajouter "a la main"
le terme de corrélation dans I’équation (43). La fonctionnelle de Hartree-échange-corrélation
de longue portée peut alors s’exprimer en fonction de W#[n] comme :
Ejgin] = (U [n] W [ n]) + (U ()| T | W [n]) — T,[n]. (68)
La partie complémentaire de courte portée de la fonctionnelle universelle est alors définie par
différence avec la composante de longue portée :
Ferbn] = Fln| — Fn] = ESHn). (69)

HxC

Notons que la décomposition inverse de la fonctionnelle universelle est tout a fait possible,
il suffit pour cela de traiter la longue portée comme la partie complémentaire et d’inclure
l'opérateur d’énergie cinétique dans la fonctionnelle universelle de courte portée. Toutefois
cette approche nous conduirait a traiter par les méthode de fonction d’onde la courte portée de
I'interaction électronique. Nous nous retrouverions donc de nouveau confrontés au probleme
du cusp a coalescence. Cette approche peut toutefois se révéler avantageuse notamment pour
introduire de 1’échange exacte & courte portée. Voir la référence [23] pour une discussion plus
approfondie des différences entre les deux décompositions.

On réintroduit I'expression de la fonctionnelle universelle dans le principe variationnel que
I'on développe selon la méme logique que pour les équations (46 - 49). En explicitant la
dépendance implicite de la fonctionnelle de Hartree-échange-corrélation complémentaire de
courte portée en fonction de W via la densité, (n = ny) et (Eit'[n] = Eixt[ny]), on obtient :

Flp = min min { (T, + Wi 1 V|0 + ESW[W]}. (70)

n Vv—n Hxe

20



On peut maintenant minimiser uniquement selon ¥ sans restriction sur la densité :

Hxc

Ey = min { (W|T, + Wi 4 0| 0) + ESW[W]}. (71)

Finalement, on obtient ’expression de 1’énergie fondamentale du systeme dans le formalisme
de DFT a séparation de portée :

Ey = (U | T, + Wi + Ve

W) b B g (72)

HxcC

De fagon analogue a ce qui a été développé dans la section 1.2.3, on peut utiliser la méthode
du multiplicateur de Lagrange pour montrer que U* est solution d'une équation aux valeurs
propres :

(Fo o Vi Wit Vi) [0y = £ sy, (73)

Hxc

ou l'on a introduit le potentiel de Hartree-échange-corrélation de courte portée complémen-
taire : ~
. 6E§;’# [n\plT,M]

Vel ) = =50

Hxc

(74)

Ulrk est donc la fonction propre d'un opérateur A» équivalent a l’opérateur hamiltonien
électronique pour (u — o0) et a 'opérateur de Kohn-Sham pour (p — 0). Ainsi, Vu #
0, la fonction d’onde recherchée est multidéterminantale. La résolution de ce probléme est
équivalente a la résolution des équations CI. On peut donc mettre en application I’ensemble
des méthodes présentées plus tot, CISD, CAS ou en 'occurrence comme cela a été le cas lors
de mon stage, CIPSI et FCI. De nouveau la dépendance implicite du potentiel de Hartree-
échange-corrélation de courte portée complémentaire en fonction de la fonction d’onde impose
une approche auto-cohérente.

1.3.3 Bilan

Via ce formalisme nous disposons donc d’un moyen rigoureux pour associer les approches
fonction d’onde et DFT. Traiter uniquement la longue portée de l'interaction par une mé-
thode de fonction d’onde offre a cette méthode une tres bonne synergie avec les méthodes
de CI sélectionées. En effet 'absence du cusp & coalescence rend la fonction d’onde Wi+
bien plus compacte que son pendant des méthodes de fonction d’onde pure. En ce sens la
DFT a séparation de portée peut étre rapprochée aux méthodes explicitement corrélées type
F12 [19]. L’association du formalisme de la DFT a séparation de portée avec une méthode de
type CIPSI permet ainsi de réduire drastiquement la pression numérique liées aux méthodes
multidéterminantales.
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2 Les fonctionnelles d’échange-corrélation de courte por-
tée

L’approche de la DFT a séparation de portée que j’ai introduite en fin de premier chapitre
nécessite 'utilisation de fonctionnelles d’échange-corrélation adaptées. Mon role principale au
cours de ce stage a été le développement de fonctionnelles pour la courte portée de I'interaction
et leur implémentation dans le programme de chimie quantique Quantum Package [24].

Au commencement de mon stage, seule une approximation LDA de la fonctionnelle d’échange-
corrélation de courte portée [25, 26] était implémentée dans Quantum Package. L'un des
projets que j’ai mené a bien a été I'implémentation et le test d’une fonctionnelle GGA de
courte portée, sr-PBE.

L’autre aspect de mon travail a porté sur une approche différente du calcul de I’énergie de cor-
rélation par une fonctionnelle de la densité dans le contexte de la DF'T a séparation de portée,
I’approche a corrélation multidéterminantale de courte portée résiduelle. Cela m’a conduit a
I'implémentation d’une approximation LDA de cette fonctionnelle. Puis, grace a 'utilisation
de conditions exactes présentes dans la littérature, nous avons pu développer une approche
rigoureuse permettant d’introduire une dépendance de la fonctionnelle en fonction de la den-
sité de paires a coalescence déja présentie pour étre un ingrédient clef pour le développement
de fonctionnelles performantes [27, 28]. Cette approche a conduit au développement de la

. t PB
fonctionnelle B 15 P ™F

2.1 Approximation GGA pour la fonctionnelle d’échange-corrélation
de courte portée

2.1.1 Forme générale

Une fonctionnelle GGA se distingue par la dépendance de la densité d’énergie d’échange-
corrélation en fonction des gradients de la densité électronique :

] = [ n(e) 55 (n(x), V(e))dr = [ Fln(x), Vn(e)) dr (75)
Ainsi,

SESSA[n / 5 f(n(r), Vn(r))dr . (76)

Du fait de la dépendance en Vn, le potentiel d’échange corrélation associé a 'approche GGA,
VaieA n’aura pas la méme expression que dans le cas de ’approche LDA :

/(5f n(r))dr = / laf(n(r),Vn(r))dn(r) + 0J(nlr), Vn(r)) -0Vn(r)|dr. (77)

on ovn
De part la linéarité du gradient et de la dérivé fonctionnelle, on peut faire la transforma-
tion 0Vn(r) = Von(r). Le second terme de intégrale peut maintenant étre évaluée via une
intégration par partie :

[ 90l)) Gy laf(n(r), ] [ 2 NI 5 ). (75)

oVn(r) ovn GVn
Or, le terme [ | sur les bornes de I'intégration est nul car on doit tendre vers 0 & infini.
Ainsi, on obtient que
9f(n(r), Vn(r)) 9f(n(r), Vn(r))
GGA _ — .
SESA ] = / [ = n(r) — V S on(r) | dr. (79)
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De la découle que

oty = S50 _ OO Inte) _ g OF(nl). Int) 50

J’ai présenté ici le cas général, en pratique lors de mon stage j’ai travaillé a I'implémentation
de la fonctionnelle pour la courte portée sr-PBE. Cela ne change en rien les équations pré-
cédentes, pour obtenir le potentiel complémentaire de courte portée V7-"*"# associé a cette
fonctionnelle il suffit de remplacer {* par I'expression de €7 """ correspondante [29].

2.1.2 Eléments de matrice des fonctionnelles GGA

D’un point de vue numérique, 1’équation (73) est traitée sur une base de fonctions {x,} par
les méthodes d’algebre matricielle abordées dans la premiere section. Les objets qui nous
intéressent d’un point de vue pratique sont donc les éléments de matrices (x,|V.i%*|x.). Les
routines de calcul de ces éléments n’étaient pas présentes dans Quantum Package lorsque j’ai
commencé a travailler sur la GGA, il a donc été nécessaire de les implémenter. On exprime
ces derniers comme :

VS, = OV ) = [ X ) VS () xo (x) dr (81)
iy [ éjm»_v,wmggyvnmu)&
_/ anVn( o (r) dr—/X:(r)V- 3f(n(g)v,Zn(r))Xy(r) dr

(xi | 5%

m |xl,> terme de type LDA (xmv-%b@) terme purement GGA

Le terme "GGA" de ’équation précédente peut étre intégré par partie :
. of . Of(n(r),Vn(r . df(n(r), Vn(r
<Xu < ‘xy>= [Xuxu (n(r) ())] —/V(XHXV)' (n(r), Vn(r)) , (82)

" OVn ovn ovn
Le terme de bord s’annule car les fonctions de bases gaussienne, s’annulent & 'infini. Ainsi
on montre que :

v, = [PV sy ey ae - [ PODVIED) g ey ey (s

En réalité ei* ne dépend pas du gradient vectoriel de la densité électronique mais de la

valeur scalaire (Vn)?. Ainsi on exprime donc
af(n,(Vn)?)  9f(n,(Vn)?)d(Vn)? df(n,(Vn)?

_ )%)
oNn - otvne  dva 2 atvae (84)

Ce que nous avons implémenté dans Quantum Package est une généralisation des équations
précédentes pour une densité n = n, + ng. Ainsi on exprime V% comme :

XC, UV
VSl = Vit + Vi (85)
ol
« af * *
Vi = [ x| o2 v m)ar, (86)
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D’apres la derniere remarque de la section précédente, f dépend du carré du gradient de la
densité électronique, (Vn)? = (Vn,)? + (Vng)? + 2(Vn, - Vng). Ainsi,

of  Of 0(Vng)? N of  0(Vng)? N of I(Vne - Vng) (87)
OVng,  0(Vng,)? 0OVn, I(Vng)? OVn,  0(Vne.-Vng) oVn,, '
0
On montre alors que
of .
Vese = [ giete [ g et g V| Va9

. . . ﬁ
et similairement pour VJ .

2.1.3 Implémentation numérique

L’intégration spatiale dans Quantum Package est réalisée par discrétisation de 1’espace sur
une grille s’adaptant au systeme étudié. Celle-ci est constituée d'un ensemble de points uni-
formément répartis sur une série de sphéres concentriques ayant pour centres les noyaux, for-
mant ainsi une "cible de fléchette tridimensionnelle" autour de chaque atome. Chaque point
est associée a un poids w calculé de fagon a tenir compte de cette structure [30, 31].

L’intégration spatiale d’'une fonction g(r) quelconque est ainsi obtenue de la maniére suivante :

Npn Nrad Nang

o) dr—ZZZglkj (1K, 5), (89)

ou N, désigne le nombre de noyaux, N,.q le nombre de spheres radiales autour de chaque
atome et N, le nombre de points angulaires répartis sur chacune de ces spheres.

Pour une base de M orbitales atomiques, la matrice V¢, est de taille M x M. On peut
I'exprimer directement & partir de 1’équation (88) en considérant le vecteur de taille M
x(l,k,5), et xT(I,k, ) son transposé, dont les composantes sont les orbitales atomiques
prisent & la position r(l, k, j). Ainsi on réexprime 1'équation (88) de la fagon suivante :

Npn Nrad Nang

D3I SR (TP (90

> [28(51;)2%@% ety (V] (920 + x93 )

ou la somme sur m court sur les trois directions spatiales cartésiennes.

Les différents produits entre vecteur et transposé de vecteur ont alors pu étre efficacement
calculés via la routine LAPACK "dger". Dans un second temps, cette méthode de calcul a
été d’avantage optimisée. En effet, on peut combiner les différents vecteurs et la somme sur
les points angulaires pour générer des matrices de tailles M x Ngp4 et exprimer 'expression
précédente comme une somme de produits matriciels que 1’on a calculés numériquement grace
a la routine LAPACK "dgemm" plus efficace que la précédente.
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2.1.4 Résultats

La figure 6 présente les énergies totales FCI4-sr-DFT définie par I’équation (72) pour 'atome
d’hélium et 'atome de carbone apres convergence et en utilisant les fonctionnelles sr-LDA
et sr-PBE, tracées en fonction du parametre p. Elle montre comme attendu une nette amé-
lioration de I’énergie totale obtenue a faible u avec la fonctionnelle sr-PBE par rapport a
celle calculée via la fonctionnelle sr-LDA. Cela était attendu étant donné que pour u — 0,
I’énergie FCI4-sr-DFT tend vers I'énergie KS-DFT. On observe donc, a petite valeur de p, la
nette supériorité de PBE pour le calcul d’énergie.

Le comportement a grand p est lui aussi attendu. En effet, pour © — oo l'opérateur H*
tend vers I’hamiltonien physique. Ainsi, on retrouve le cas purement coulombien traité par
fonction d’onde. L’énergie FCI+4sr-DF'T tend donc vers 1’énergie FCI a grand p.

Le comportement observé pour des valeurs intermédiaires de p montre tout I'intérét de la mé-
thode DFT a séparation de portée. Comme espéré on observe une amélioration systématique
des résultats par rapport a la DFT KS. Cette approche conduit méme a une amélioration
comparativement a I’énergie FCI dans le cas de I’hélium. On observe dans le cas du carbone
une valeur de i optimale plus grande. Cela s’explique par le fait que les couches de coeur du
carbone sont des zones de forte densité et correspondent donc a des électrons a plus courte
distance. Pour traiter la corrélation de ces électrons par fonction d’onde il est donc nécessaire
d’utiliser un rayon de coupure plus faible et donc un p plus grand.

L’un de points remarcable de la fonctionnelle PBE de courte portée comparativement a
LDA est la plus faible dépendance de ses résultats en fonction de u. Bien que certaines
méthodes ont été proposées pour déterminer un "u optimal" [23], notamment en utilisant le
rayon de Wigner-Seitz (le rayon que doit avoir une sphere centrée en r pour que 'intégrale
de la densité électronique sur le volume de cette sphére compte pour un électron) comme
une estimation locale de la portée de l'interaction électronique, le choix de ce parametre
reste a I’heure actuelle une question ouverte laissant une grande place a ’empirisme. Une
fonctionnelle donnant des résultats de bonne qualité indépendamment de la valeur de p est
donc treés avantageuse.

-2.83 r

284 F E-FCl+sr-LDA —— |
@ E-FCl+sr-PBE ——
o 287 FCI )
T -286 exact
£ 287}
- -2.88 |
2 289 F
w

-2.9 e

-2.91 L L

0.1 1 10
'37.4 T T
E-FCl+sr-LDA ——

@ -375} E-FCl+sr-PBE —— -
< FCI
s 376 exact
T
= 377}
8
o 378 F

-37.9 L N

0.1 1 10

Fig. 6. Energie FCI+sr-LDA et FCI4sr-PBE pour les atomes d’hélium avec une base cc-
pVTZ (haut) et de carbone avec une base cc-pCVTZ (bas) en fonction du parametre f.
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La figure 7 montre la courbe d’énergie de la molécule de Hy obtenue par la méthode DFT a
séparation de portée en utilisant la fonctionnelle sr-PBE et pour différentes valeur de . On
observe comme cela a déja été dit que pour p — 0 le résultats sont équivalent a ceux obtenu
par la DFT traditionnelle. On voit aussi comme attendu que plus p augmente plus la courbe
FCI+sr+PBE se rapproche du FCI quasiment exacte ici. Enfin pour une valeur intermédiaire
on observe une amélioration sur ’ensemble de la courbe vis a vis de la DFT classique.

La portion de courbe correspondant au puits est parfaitement représentée a p = 1.5. Le
plateau de dissociation est quant a lui moins bien représenté car il existe toujours une erreur
liée a la corrélation statique dans la fonctionnelle de courte portée.

Bien qu’imparfaits, les résultats obtenus par la méthode DFT a séparation de portée sont
toutefois en nette amélioration par rapport a la DFT traditionnelle.

-0.85
-0.9
-0.95
m
(]
E -1
©
3
5 -1.05
w
-1.1 exact
5. —
PBE
-1.15 E FCl+sr-PBE 1=0.05 —— 1
E FCl+sr-PBE 11=0.5
i E FCl+sr-PBE u=15 ——

0 2 4 6 8 10

distance (Bohr)
Fig. 7. Courbe d’énergie FCI+sr-PBE de Hy en fonction de la distance H-H pour plusieurs
valeurs de mu avec une base cc-pV'TZ. Les courbes obtenues avec les fonctionnelles LDA et
PBE sont données pour comparaison.
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2.2 La fonctionnelle de corrélation a référence multidéterminan-
tale de courte portée

L’une des motivation a l'origine de 1’élaboration de I'approche a corrélation a référence mul-
tidéterminantale [23, 32| était de palier, au moins en partie, au probleme d’auto-interaction
dont souffre les fonctionnelles d’échange-corrélation approchées. Il a été établi plus tot que
cette erreur trouve principalement son origine dans le caractere imparfait de la fonction-
nelle d’échange. Comme nous le verrons par la suite, cette approche permet d’introduire la
composante de courte portée de I’échange exacte dans le calcul de 1’énergie.

2.2.1 Le formalisme de base

Nous avons vu que dans 'approche DFT & séparation de porté, I’énergie est calculée comme
la somme de la valeur moyenne de I'opérateur hamiltonien de longue portée sur la fonction
d’onde U™ et de la fonctionnelle de Hartree-échange-corrélation de courte portée complé-
mentaire (équation 72). Dans cette approche, nous allons exprimer 1’énergie de 1’état fon-
damental comme la somme de la valeur moyenne de l'opérateur hamiltonien complet sur
la fonction d’onde U™ et d’une fonctionnelle complémentaire. Contrairement & I’approche
classique de la DFT a séparation de portée, I'utilisation de I’hamiltonien complet permet, en
plus de ce qui était déja utilisé, de prendre en compte la contraction de W* sur 'opérateur
Wj;" +. Ce terme supplémentaire dans la partie fonction d’onde fait apparaitre ’énergie de
Hartree-échange de courte portée associée a la fonction d’onde ¥*, seul le terme résiduel de
corrélation de courte portée doit alors étre approché par une fonctionnelle de la densité d’ou
sa dénomination de fonctionnelle de corrélation multidéterminantale de courte portée.

By = (W | H| W) + ES [y (91)

c,md

En utilisant ’égalité entre les équations (72) et (91), on montre que

EZn) = (W] | T, + Wi+ Ve [ W [n]) — (@4 [n] | 7 | [0]) + Enln],  (92)

c,md HXC

soit,
c,md

ot n] = E5[n) — (W [n] | W | W n]) + Byt ). (93)

L’énergie de Hartree-échange de courte portée complémentaire peut étre réexprimée en fonc-
tion du déterminant Kohn-Sham ®[n] :

Eitn] = (@[n]| W™

o[n)) . (94)

Ainsi, on trouve I’expression de la fonctionnelle de corrélation multidéterminantale de courte
portée :

ot [n] = B2 [n] — (W n] | Wt [ W [n]) + (@[] W24 @[n]) (95)
Sous cette forme l'approche a corrélation multidéterminantale n’est pas auto-cohérente, il
ne s’agit que d’une reformulation de ’expression de 1’énergie apres avoir effectuer le calcul
auto-cohérent de la DFT a séparation de portée présenté en fin de premiere section. Cette
reformulation permet de maximiser I'information obtenue via la fonction d’onde. L’intérét est
ici que, de fagon générale, la fonction d’onde obtenue en utilisant une fonctionnelle approchée
est plus proche de la fonction d’onde exacte que ne l'est la fonctionnelle approchée de la
fonctionnelle exacte [32]. Réduire le poids de la fonctionnelle au profit de la fonction d’onde
dans le calcul de I'énergie devrait donc conduire a des résultats de meilleur qualité.
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Formellement il est possible de rendre cette approche auto-cohérente, toutefois, le potentiel
associé a la dérivé fonctionnelle de la fonctionnelle Ef;;ld étant faible, nous pouvons considéré
négligeable le gain obtenu par 'utilisation d’une approche auto-cohérente en regard de I’erreur
causée par nos approximations de cette fonctionnelle [32]. C’est pourquoi mon travail a porté
uniquement sur l'approche non auto-cohérente.

2.2.2 Approximation LDA pour ’approche a corrélation multidéterminantale

La premiere tache qui a été accomplie a 'occasion de mon travail sur cette approche a été
I'implémentation d’une approximation LDA a cette fonctionnelle. Par souci de compacité on
peut réécrire l'expression de la fonctionnelle de corrélation multidéterminantale de courte
portée comme : B B

maln] = B [n] + AT, (96)

c,md

ott I'expression de Al"5"#[n] découle de fagon triviale de I'équation (95).

On peut alors obtenir une approximation ECS’;‘QLDA en utilisant une paramétrisation de £5"#[n]
et Al™sm#[n] & partir du gaz d’électrons uniforme [26]. Ces paramétrisations ont été obtenues
en utilisant notamment la densité de paires a coalescence du gaz d’électrons uniforme et
le comportement a grand g connu de ces fonctionnelles. Notons que la paramétrisation de
EsrmtPA[n] utilisée est la méme que celle utilisée dans la fonctionnelle de corrélation de courte

portée complémentaire sr-LDA.

2.2.3 Développement a grand p de la fonctionnelle de corrélation multidéter-
minantale de courte portée

Notre objectif a ensuite été 'amélioration de cette fonctionnelle en dépassant 'approche LDA.
Nous avons pour cela cherché a développer une approximation de la fonctionnelle Ecsj;ffi basée

sur les développements exacts de E5"#[n] et A"*"#[n] pour p tendant vers l'infini.

Le développement au troisieme ordre en  — oo de I'énergie de corrélation de courte portée
complémentaire E5"*[n] est donné dans la référence [33] :

Bl = 105+ 1052 0 (1), (o7

ou f(0) est liée a la densité de paires a coalescence na(r,r) par la relation

F(0) = 5 [ nafr.r) dr, (95)

et f.(0) & la densité de paires de corrélation a coalescence ng.(r,r) = no(r,r) — ngxs(r,r)
par la méme relation.

Le développement du terme mixte par particule A™"#Part[p] est donné dans la référence [26]
pour le gaz d’électrons homogene en fonction du rayon de Wigner-Seitz r,(r) = (47n(r)/3)/3,
et des fonctions de distribution a coalescence totale et de corrélation g(0,rs, () et g.(0,7s, ()
avec g(0,7s,¢) = na/n? et ge(0,75,¢) = g(0,75,¢) — 5(1 — ¢?) et ou ¢ est la polarisation de
spin ¢ = (n, — ng)/n. Pour un UEG non complétement polarisé (¢ # 1), on a alors :

Alr—sr,u,ueg _ _390<O7 s C) . g(O,rs, C)(2\/§ B 1) +0 i . (99)
oo STIHZ 2y/mripd

1
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Cette expression peut étre étendue a un systeme réel. Ainsi,
Alr—sr,,u — /n(r)AlT—sr,u,part dr. (100)

En utilisant I'expression des différentes variables définies dans le paragraphe précédent on
montre que

lr-sr, _ 1 . 8\/% + 4ﬁ i
Alrsr - f,;(o)M2 £(0) et 0 <u4> . (101)

Les termes en 2 des développements de ES"#[n] et A"*"#[n] se compensent parfaitement.

Ainsi, pour p — o0,

[, ST 4ﬁ(1 _ \/§> 1

Egmaln] = f(0)3—u3 +0 i) (102)
C’est cette condition que nous avons choisi d’imposer a la fonctionnelle que nous avons

développée au cours de mon stage.

2.2.4 Correction de la densité de paires a coalescence

L’utilisation de cette condition exacte nécessite d’avoir acces a la densité de paires a coa-
lescence du systeme étudié. C’est cet objectif qui a motivé I'implémentation des routines de
calcul de la densité de paires, par l'intermédiaire de la matrice densité a deux corps, dans
Quantum Package. Toutefois, un simple calcul de la densité de paires a coalescence a partir
de la fonction d’onde W n’est pas suffisant. En effet cette fonction d’onde ne contient pas
les effets de corrélation a courte portée, la densité de paires obtenue a partir de cette fonction
d’onde n’est donc pas équivalente a la densité de paire du systeme réel.

Pour palier a ce probleme j’ai implémenté deux méthodes permettant de corriger U'effet de
la séparation de portée sur la densité de paires a coalescence, toutes deux tirée de la réfé-
rence [33]. La premiere utilise le fait qu’a grand p la DFT a séparation de portée se réduit a
une méthode purement fonction d’onde. Ainsi, pour p — oo, la densité de paire a coalescence
nb(r,r) obtenue via la fonction d’onde W#, tend vers celle du systéme réel. L’étude de cette
convergence permet d’obtenir une correction de la densité de paires a coalescence valable a
grand u :

£1(0) = £(0) (1 + 2) L0 <1> (103)

VT pr)’

ou sous forme locale

nk(r,t) = no(r, ) (1 + \/QM) +0 (;) . (104)

La limite de validité de cette correction est évidente de par sa divergence pour p — 0. La
seconde correction que j'ai mise en place est valide pour toute valeur de p. Elle consiste a
approximer la correction sur la densité de paires a coalescence du systéeme par le rapport
de la densité de paires a coalescence du gaz d’électrons uniforme et celle du gaz d’électron
soumis uniquement a l'interaction de longue portée :

S n(r)?g(0,rs(r), p = 00) dr

O = IO = 2000, (), o) dr

(105)

et sous forme locale
g(0,74(r), pp = 00)

O S E

(106)
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. — sr,u,on top,pbe

2.2.5 La fonctionnelle E_, 4

La condition exacte que nous avons choisie d’imposer a notre fonctionnelle n’est valable qu’a
grande valeur de p et présente le défaut de diverger rapidement a faible valeur de i en raison
de sa forme en (1/u?).

Pour régler le probleme des petites valeurs de p nous avons choisi d’imposer une seconde
condition a notre fonctionnelle, sa limite en © — 0. Bien entendu nous ne connaissons pas la
limite exacte de la fonctionnelle E_’Ciﬁl’fi en i = 0, cela serait équivalent a connaitre I'expression
exacte de la fonctionnelle de corrélation KS. Nous avons donc choisi d'utiliser la meilleure
approximation dont nous disposions, I’énergie de corrélation PBE.

Nous voulions donc que la fonctionnelle que nous avons développé respecte en u — oo la
forme limite donnée par I’équation (102) en fonction de la densité de paires a coalescence

DI N ’ . . — S t
(on top) et tende vers EF®™ & p = 0 d’ou la dénomination E7/°"*P" Nous avons pour
cela proposé d’utiliser la forme suivante :
7 ST,,0n top,PBE o sr,,0on top,PBE
S ] = [ €2 P (), V(). ma(r, ) dr, (107)
avec

PBE
sr,u,on top,PBE V — 60 (n(r)a vn(r)) 108
€c,md (TL(I’), TL(I‘), nQ(r’ I‘)) 1+ ﬂ(n(r), VH(I'), o (I‘, r)),u3 : ( )
Cette forme assure la limite PBE en g = 0. On définit alors 8 de facon a retrouver la limite

en (L — oo :

B(n(r), Va(r), na(r, 1)) = Q?j;?ﬁ(%;’zg’l). (109)

C’est cette fonctionnelle qui a été implémentée dans Quantum Package.

2.2.6 Résultats

Dans cette partie je vais présenter les résultats obtenus avec I'approche a corrélation multi-
déterminantale. Les résultats que je vais présenter ont été obtenus en utilisant une fonction
d’onde provenant d’un calcul DFT & séparation de portée convergé au niveau FCI en utilisant
la fonctionnelle sr-PBE. Ces résultats FCI4+-Ec-md correspondent a 1’équation (91). Les deux
méthodes de correction de la densité de paires se sont montrée systématiquement équivalente
c’est pourquoi le détail n’est pas fait par la suite.

La figure 8 montre 1’énergie FCI+Ec-md des atomes d’hélium et de carbone en fonction
de pu pour des bases triple zeta. L’approximation LDA de la fonctionnelle de corrélation
multidéterminantale de courte portée (courbes vertes) donne des résultats mitigés concernant
I’énergie totale. Ceux-ci sont tres bon a grands p, comparables ou meilleurs que 1'énergie FCI.
Mais ils sont aussi tres mauvais a faible valeur de @ ou I’énergie de corrélation est largement
surestimée. Cela s’explique car cette fonctionnelle 7CSV§;I‘QLDA se réduit a la fonctionnelle de
corrélation LDA classique a u = 0. Cette derniere est en effet connu pour sur estimer I’énergie
de corrélation (généralement d’un facteur 2), ce large exces est dans le cadre de la DFT
traditionnelle contrebalancé par la compensation d’erreur avec la fonctionnelle d’échange ce

qui n’est pas le cas ici car nous utilisons 1’échange exact.

. . . — top,PBE N , . .
C’est en combinaison avec la fonctionnelle E5°" P que I'approche a corrélation multi-

déterminantale montre tout son potentiel. Les résultats obtenus avec cette fonctionnelle sont
en effet systématiquement comparables ou meilleurs que le FCI sur I’ensemble de la plage
de p étudiée. L’approche a corrélation multidéterminantale associée a notre fonctionnelle

R t PBE ,7. . . N . ’ 7 7
hRORIOPEEE marque donce une nette amélioration vis a vis des méthodes présentées.
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Fig. 8. Energic FCI+Ec-md-LDA et FCI+Ec-md-on-top-PBE pour les atomes d’hélium
avec une base cc-pVTZ (haut) et de carbone avec une base cc-pCVTZ (bas) en fonction du
parametre u. La courbe FCI+sr-PBE, 'énergie FCI et le comportement exact a grand u
(Ec-md-on-top) correspondant & ’équation (102) sont donnés pour comparaison.

La figure 9 montre la courbe d’énergie de la molécule de Hy obtenue par la méthode FCI+Ec-
md pour p = 0.05 et © = 0.5. La figure 10 montre la méme chose dans le cas de la molécule
Liy pour g = 0.5 et la figure 11 pour Bey avec p = 0.75.

Pour des valeurs de p intermédiaires les deux approximations de la fonctionnelle de corrélation
multidéterminantale de courte portée donnent dans de bon résultats pour I’hydrogene. On
peut remarquer a p = 0.5 que la fonctionnelle _CS?rI;fz{LDA tend a sous estimé |'énergie du
plateau. Cela provient d’une sur corrélation par 'approximation LDA a la dissociation. Cette
erreur est corigée par notre fonctionnelle £/ P grace a son utilisation de la densité de
paire. En effet, a la dissociation la densité de paire de la molécule de Hy s’annule entrainant
I'annulation conjointe de la fonctionnelle E****PPPE éyitant Ierreur de sur corrélation

c,md
observé avec 'approximation LDA.

Le comportement de I'approche a corrélation multidéterminantale pour de tres faible valeur
de p peut sembler étrange a premiere vue. Celui-ci s’explique par le fait qu’a faible valeur
de p le fort poids de la DFT conduit a une énergie fortement surestimé comme cela est
illustré par exemple par la courbe PBE. Toutefois a dissociation complete, 'apparition de la
dégénérescence entre les orbitales liante et anti-liante permet d’obtenir par symétrie la bonne
fonction d’onde et donc de corriger 'erreur de corrélation statique.

Enfin le cas des molécules Liy et Bey illustre de nouveau les excellentes performances de la
fonctionnelle EJ15™" P™"  principalement en comparaison des autres fonctionnelles & notre
disposition. Elle permet dans le cas illustré ici de reproduire fidelement le profil de la courbe
mais aussi sa position donnant alors une approximation extrémement fiable a la fois de
I’énergie totale mais aussi de ’énergie de dissociation de la molécule. Cette fiabilité manifeste
pour I’étude de la dissociation de petites molécules provient de l'utilisation de la densité
de paires a coalescence qui contient beaucoup d’informations relatives aux phénomenes de

dissociation [34].
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Fig. 9. Courbe d’énergie FCI+Ec-md-LDA et FCI+Ec-md-on-top-PBE de Hy en fonction
de la distance H-H pour p = 0.05 (gauche) et u = 0.5 (droite) avec une base cc-pVTZ. La
courbe obtenue avec la fonctionnelle sr-PBE est donnée pour comparaison.
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Fig. 10. Courbe d’énergie FCI+Ec-md- Fig. 11. Courbe d’énergie FCI+Ec-md-
LDA et FCI4+Ec-md-on-top-PBE de Li; en LDA et FCI+Ec-md-on-top-PBE de Bey
fonction de la distance Li-Li pour p = 0.5 en fonction de la distance Be-Be pour
avec une base cc-pVDZ. @ = 0.75 avec une base cc-pCVDZ.

2.2.7 Bilan

L’approche a corrélation multidéterminantale donne comme on I’a vu des résultats extréme-
ment prometteurs sur les systémes étudiés. Couplée a la fonctionnelle 7;;;1‘3’011 tOPFRE q¢pendant
explicitement de la densité de paires a coalescence, elle permet d’obtenir des résultats de qua-
lité FCI ou meilleure, sur une tres large plage de valeurs de p, a la fois sur 1’énergie totale et

sur les énergies de dissociation et les distances d’équilibre.
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Conclusion et perspectives

Mon travail lors de ce stage a été I'occasion d’enrichir significativement la liste des fonction-
nelles disponibles dans Quantum Package, avec I'implémentation d’une fonctionnelle GGA
pour la DFT traditionnelle et la DFT a séparation de portée ainsi que I'implémentation de
fonctionnelles adaptées a ’approche a corrélation multidéterminantale.

Les différents tests que j’ai été amené a effectuer ont montré le caractere supérieur, déja bien
connu, des fonctionnelles GGA vis a vis des fonctionnelles LDA, ainsi que la capacité de la
méthode DFT a séparation de porté a traiter efficacement les systémes soumis au phénomeéne
de corrélation forte.

La production principale de ce stage est le développement d’une fonctionnelle adaptée a I'ap-
proche a corrélation multidéterminantale résiduelle utilisant la densité de paires a coalescence.
Lors du développement de cette fonctionnelle nous avons mis en place une méthodologie per-
mettant d’introduire rigoureusement la dépendance en fonction de la densité de paires a
coalescence dans I'expression de la fonctionnelle.

Nous avons montré que sur des systémes simples (atomes de la premiere période, et molé-
cules diatomiques homo-nucléaires), cette fonctionnelle donne des résultats systématiquement
comparables ou meilleurs que le FCI sur des propriétés telles que I’énergie totale, la distance
d’équilibre et I'énergie de dissociation. Cela restant vrai sur une large plage de valeurs de p. 11
sera a l'avenir tres intéressant de poursuivre les tests sur cette fonctionnelle sur des systemes
de plus grande taille et sur un éventail plus large de propriétés. Il serait aussi intéressant
d’étudier son comportement lors de I'utilisation de fonctions d’onde obtenues a des niveaux
autres que FCI.

2 o1 . . — 1 PBE ’ o, 7
A Theure actuelle I'utilisation de notre fonctionnelle E; /""" souffre de la nécessité

d’intégrer numériquement la densité de paires a coalescence sur ’ensemble de ’espace. Pour
le moment cela n’est pas un probléme trop important car nous n’utilisons pas une approche
auto-cohérente, mais elle pourrait devenir plus limitante lorsque ce sera le cas. C’est pourquoi
I'optimisation de cette étape d’intégration dans Quantum Package est 1'un des prochains
objectifs envisagés.

Enfin, les résultats trés prometteurs que nous avons obtenus montrent qu’une exploration plus
étendue de cette approche a corrélation multidéterminantale serait intéressante. En particu-
lier la mise en place d’'une méthode auto-cohérente utilisant ces fonctionnelles de corrélation
a référence multidéterminantale devrait conduire a des résultats encore meilleurs.
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