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TE n°6 : Rotateur rigide

1 Rotation d’une molécule diatomique

1.1 Cas général

Le rotateur rigide, constitué de deux masses ponctuelles mi et ma sitnées respectivement & des distances fixes rq
et ro de leur centre de masse, est un bon modeéle pour la représentation du mouvement de rotation d’une molécule
diatomique.

Dans le référentiel du centre de masse, ce systéme a deux corps peut étre traité aussi facilement qu’un systéme a un

seul corps en utilisant sa masse réduite p :
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Le mouvement de rotation de la particule fictive de masse p a une distance R d’un point fixe est alors caractérisé par
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son moment, d’inertie qui s’écrit sous la forme :
2
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Fn l'absence de toute force extérieure, ’énergie de la molécule est purement cinétique. L’expression de 'opérateur

hamiltonien H est de la forme :
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1. (a) Justifier le fait que, dans Papproximation du rotateur rigide, la distance internucléaire 7 est considérée

une constante égale a R.

(b) Simplifier alors ’expression de I'opérateur hamiltonien H.

L’orientation du rotateur rigide étant complétement définie par la valeur des angles € et ¢, la fonction d’onde

représentant le mouvement de rotation de la molécule diatomique ne dépendra donc que de ces deux angles.

2. (a) Ecrire équation de Schrédinger relative & ce systéme.

Les fonctions et valeurs propres de lopérateur L sont définies par ’équation anx valeurs propres sui-

vante :
T2 Yim, (0,¢) = n? JIT + 1) Ym0, 9)

T =012 ... e —J<M < +J
dans laquelle les fonctions Y v, (6, ) désignent les harmoniques sphériques (¢f annexes). On notera que,
pour une valenr donnée de J, il existe (2J + 1) valeurs permises de My et donc (2J + 1) harmoniques
sphériques Y, (6, ¢) : on dit alors que chaque niveau rotationnel J est caractérisé par la dégénérescence
gr = (2] +1).
i. Déterminer ’expression des fonctions propres de 'opérateur hamiltonien .
ii. Déterminer I'expression des valeurs permises Ej de ’énergie totale du rotateur rigide.
(b) Montrer que la fonction Y1,0(6,¢) est solution de ’équation de Schrodinger.
(¢) Montrer que la fonction Y1,-1(f, ) est normalisée.

(d) Montrer que les fonctions Y1,-1(8, ¢) et Y2,1(6, ) sont orthogonales.



3. Une molécule diatomique, présentant un moment dipolaire 77 non nul, peut passer d’un niveau rotationnel .J

A un nivean rotationnel J’ en absorbant ou émettant un photon de fréquence v telle que :
hy = |EJ/ — EJ|
Nous admettrons que le modéle du rotateur rigide n’autorise que des transitions entre niveaux rotationnels
adjacents, soit la régle de sélection J’ =] £ 1.
(a) Exprimer en fonction de J Pécart énergétique entre denx niveaux rotationnels adjacents.
(b) FEn déduire 'expression :

i. de la fréquence v du photon mis en jeu lors de la transition correspondante. On utilisera la constante

rotationnelle B exprimée en Hz et définie comme B = .

ii. du nombre d’onde o correspondant. On utilisera la constante rotationnelle B exprimée en cm ™! et
B

définie comme B = 7.

(¢) On souhaite étudier la correspondance entre le diagramme des niveaux rotationnels J et le spectre

d’absorption correspondant.

i. Représenter sur un diagramme les quatres premiers niveaux d’énergie du rotateur rigide, ainsi que

les transitions d’absorption permises.

ii. Déterminer la position des raies correspondantes dans le spectre d’absorption.

1.2 Applications

1. Le spectre de rotation de la molécule *H35Cl est constitué d'une série de raies équidistantes de 20,87.cm ™.

(a) Calculer la fréquence v et la longueur d’onde A du photon absorbé au cours de la transition J=1 — J=2.
Préciser le domaine spectral.
(b) Calculer la longueur de la liaison 'H—33Cl.

(¢) Lors de I'étude du spectre de vibration de cette molécule, nous avons montré que Pécart entre deux
niveaux de vibration adjacents est de Pordre de 5,7.1072° J (¢f TE n°5). A partir du calcul de Pécart
entre les premiers niveaux rotationnels, commenter la position relative des niveaux vibrationnels et
rotationnels.

2. (a) Connaissant la constante rotationnelle B de la la molécule "H**Cl, calculer la valeur de cette méme

constante dans le cas de la la molécule *H3"Cl.
(b) En déduire Pallure générale du spectre de rotation d’un mélange 'H*3Cl + *H3"CL

3. Facultatif La longueur de liaison dans la molécule **CI'°F est égale & 0,163 nm. Calculer P’énergie (en J et
en eV), la fréquence (en Hz) et le nombre d’onde (en cm™!) caractéristiques des quatre premiéres raies de

rotation.

ANNEXES

Premiéres harmoniques sphériques

My Y, (9, 9)

0 Yo,0(0, ) = =

-1 Yi,-1(8,¢) = \/g sinf exp(-ip)
110 Y1,0(6,9) = /7= cosf

+1 Y1,1(0,9) = \/ o= sinf exp(+ip)
_ /15 2 :
=2 | Yo_2(6,0) = \/ 55 sin”0 exp(-2ip)
—1 | Yo, —1(8, ) = /5= sinf cosf exp(-ip)
210 Yo,0(0,9) = /1= (3cos’6 - 1)
+1 | Y21(6,9) = +/ % sinf cosf exp(+ip)
+2 Yo,2(0,0) = +/ % sin®@ exp(+2ip)




