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Avant-propos

Ce manuscrit redite le cours du LC202, tel qu'il &€ donre au 2e semestre de
I'année scolaire 2009/201® I'universié Pierre et Marie Curie, avec des correc-
tions mineures pour la version actuelle. Ce cours est bas les notes de mon
prédecesseur, le professeur B. SIL¥lgui jadresse mes remerciements pour le
travail de péparation, et de m’avoir laisxe document. L'utilisation en dew@tne
anree de licence de Chimiz 'UPMC nécessitait quelqueg&visions et explica-
tions supptmentaires. En gardant la structure originale j@smvoir pu rendre ce
document accessible, sarisammoins enlever les ouvertures vers elegles plus
avanées.

Dans ce fascicule difrentiation et irgégration en plusieurs variables seront uti-
lisees,elements matbmatiques a@cessaires etegéralement ensei@s en néme
temps dans un parcours de chimie. Bien queotilque, le cours est pdnseé
d’exercices et d’applications simples, cogfaint ainsi 'ensemble des exercices
de travaux encaés et travaux pratiques pro@es dans cet enseignement.

Je remercie mes celfjues K. Le Guen et L. Journel pour leurs contributions et la
relecture.

P. Reinhardtgte 2010

Avant-propos, I

Ce cours s'adresse a@tudiants de deug&me et de troigme anges de licence
de Chimie. Il propose une introducti@nla Chimie Quantique qui correspond au
programme de I'uné d’enseignement LC202. Je me suis effodintroduire les
concepts issus de I'application de la&&banique Quantique de facon rigoureuse et
détaillee.

Lesétudiants trouveront lesedhonstrations maéimatiques qui bien que ne faisant
pas partie du programme sont susceptibles d’en faciliteotap€éhension. (B.
Silvi, 2008)

Conseils pratiques

Le cours est divis en parties plus facilasassimiler que d’autres. Les parties en
italigue corresponderd des com@ments qui permettent au lecteur d’approfondir
ses connaissances et de lui apporter une meilleure &rapsion du cours. Dans
la table des magires les paragraphes correspondants sont iadipar un ou deux
asérisques. Quelques exercices éfi inttgies au texte afin d’amener le lecteur
aux esultats.

(P. Reinhardt, 2008)

Préparation pour le CNED : P. Reinhardt et L. Journel
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1 Genrese de la Mecaniqgue Quantique

Le début du du XX siecle aéte le theatre de plusieurswolutions scientifiques au
cours desquelles le paradigme de lacanique classiqueé&é remis en question
avec la tieorie de la relativé et la nécanique quantique. Les lois de l@oanique
classiqguegnon@es par Isaac Newton dans son ouvrBfjgosophiae Naturalis
Principia Mathematicgublié en 1686, onéte utilisees avec sués pendant plus
de 200 ans pour interpter tous les pdnonenes connus en physique et en as-
tronomie. Cependany la fin du XIX® siecle, de nouveaux faits egpmentaux
concernant la nature de la luéne, son interaction avec la m&te ainsi que la
structureélectronique des atomes et des amlles ne pouvaierétre expliqes
par la mecanique classique, ce qui amena les physicedsvelopper une nou-
velle théorie, la nécanique quantique.

Deux conceptions apparemment antagonistes de |lahensie sont suéckes au
cours de l'histoire. L'optique gonetrique explique les @monenes deé&flexion

et de éfractiona I'aide d’'un moele ai la lumiere est constitee de corpuscules,
émis par les corps lumineux, se propageant en ligne droite ltspace, I'air, les
corps transparents et honwotes. La couverte des @monenes de diffraction et
d’interféerences a améres physiciena adopter une description ondulatoire de la
lumiere qui trouve son apég avec legquations de Maxwell. Au cours du XtX
siecle, le @veloppement de la spectroscopie, puis le gnotd du rayonnement du
corps noir inite par Kirchhoff ont mont les limites de la description purement
ondulatoire.

La chimie, parlant de la matie et ses transformations, se trouvait alors
étroitement leea ces éveloppements spectroscopiques.

1.1 Le développement de la spectroscopie

Au début du 19e sicle, John Dalton formule I'hypodise d’atomes et dléments,
constituants de la matie et dirigeant leurs transformations en proportions-stoe
chiométriques. En 1802, William Hyde Wollaston est le premaeobserver la
présence de lignes sombres dans le spectre de la&tamsblaire mais sans les
étudier syggmatiquement rémettre d’hypothses sur leurs origines. En 1815 Jo-
seph von Fraunhofer observe des centaines de lignes dgmeckees(continu) du
soleil et en donne leséguences avec unegmision jusqu’alors inconnue.

Ceci a permis le @&veloppement de deux chemins de la chimie : d'@tec
I'isolation desélements chimiques vers le tableau de Mendeleiev (1868),
determination des masses atomiques et @ssaux cristallins ; et de I'autre I'iden-

Inotons que J. W. v. Goethirit en 1809 “Les affinés électives”, comparant des passions
humainesa des prop#étes atomiques



tification destlements chimiques par leurs spectresnlission (Herschel 1822).
Les proges technologiques permettent au physicieedsis Anders Jonas
Angst®m de mesurer en 1868 les longueurs d’onde du spectre de iarkiso-
laire dans le domaine visible avec une grandecimion. Cette f@cision des me-
sures fut encore augmeéat gacea I'enregistrement photographique mis au point
par Rowland vers 1882. A cetépoque les spectres de la plupart éiésnents sont
connus, sans pouvoir cependant trouver uneésyatique. Kirchhoff et Bunsen
remarquent éjia en 1859 que certains spectres correspondent aux raigs@dse
par Fraunhofer dans le spectre solaire.

En 1885, Balmer proposane loi de distribution des longueurs d’onde du spectre
de 'hydrogeneétabliea partir des 14 raies connues. Dans la limite des erreurs
experimentales, chaque longueur d’'onde est @enpar la relation :

2
- S 1
A=C——; (1)
Cette formule reste @anmoins inapplicable pour d’autres spectres connus. Jo-
hannes Rydberg propose dedtire de la facon suivante
1 R
A 2
. )

(n —a)?

avecR = (109677.759 + 0.005) cm™* (constante de Rydberg), puis Walter Ritz
en 1908 donne une formule plugrgrale (anticige cja par Balmer dans sa pu-
blication de 1885, mais sans preuve esmentale)

1 1 1
)
n m
avecn = 2 etm > n pour reproduire les positions des raies que Balmer a
utilisé, santablir pour autant un lien physique entre la longueur déoatlles
nombres/constantes dans les formules. Nous savons aljougdie ce lien est

donré par la relation entre la longueur d’onde etnérgie transpoee par la
lumiere.

1.2 Ondes e€nergie

Pour y voir plus clair il faut faire une petite excursion vixsiature de la lungére.

Ce sont des ondédectromagatiques, qui se propagent dans I'espace avec une vi-
tesse limiée, la €lérite mise erévidence par Ole &ner en 1675 par observation
des lunes du Jupiter, puis en 1849 sur terre par A. H. Fizemth&orie des ondes

a éte bienétudé par Newton, Huygens, Fresnel et Maxwell. Ce dernier donnait
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phase emnt

une tleorie compéte de |Electrodynamique, et H. Hertz montrait qu’en effet des
ondestlectromagaétiques pouvaient transporter derlergiea travers I'espace.
Une onde & une dimension) cararisee par une rquence et une longueur d’onde
A se teplace avec une vitesseElle est @crite par une fonction du tempt de
I'espace selon

Az, t + At) = A(x — c At, t) 4

Si la fonction a la formeA(z, ty) = Ag sin 27/ pour un temps initiaty, nous
avons au tempg + At la fonction

Az, tg + At) = Ap sin (2; (x — cAt)) = A sin 2w (i — f\At) (5)
Pour retrouver exactement l&éme situation qu’au temgg nous pouvons
— attendrea un endroitz fixe un tempsr = A/¢, donc nous retrouvons la
frequencer = 1/7 = ¢/
— se aplacer de\ pour un temps fixe, ce qui donne la longueur d’onde
La fonction A(x, t) est en fait la solution d’'unequation diferentielle_partielle

0? 1 02

e Ala,) ®)

ou la cérivee par rapporat ne concerne pas la variahlest vice versa.

A A
I’ équation diferentielle, erétablissant la @rivee seconde par rappaitz, puis

par rapportt.

Exercice : vérifier que la fonctionA(xz,t) = Ajsin2rn <£ - £ ) obeit a

2Johann Jakob Balmer (1825-1898hnalen der Physik261(1885) 80
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Pour l'instant rien n’est dit sur le transporidiergie par ondelectromagéatique.
Nous pouvons constater qu’en augmentant I'inténditune source lumineuse,
nous pouvons transporter davantagengrgie, qui peut par exemple chauffer un
objet. Un pas important&ié établi par 'observation que ladguence du rayonne-
ment change avec la tefature de la source (braises, boulets rouges, chauffage
a blanc, ...). Wilhelm Wien donne en 1894 la relation entietgueur d’onde du

maximum de la distribution de I'intensitet la temprature
Amaz © 1 = const ) (7)

Cette loi peuétre combige avec la loi de Stefan et Boltzmann (1880), qui donne
la quantié d’eénergieémise par uné de surface d’un corps chaud

E =oT" (8)

ce qui permet par exemple dédlire de la distribution des interéssiten fonction
de la frequence du spectre continu du soleil sa terafure de la surface (5400 K),
ou prendre par un bologatre la temprature d’'un objet difficilement accessible,
voire méme la temprature du corps humain sans contactériat direct.
Cependant, nous n’avons toujours pas une relation dirette Enfrequence et
I'énergie. Deux approches imgendantes pouvaient y amener via I'hypgsth de
guantification, et ainsa la necanique quantique :

— la derivation de la formule de Planck en 1900

— I'explication de I'effet photélectrique par Einstein 1905

Historiquement, il a fallu attendre la deexne approche pour donner naissance
de la nécanique quantique.

1.3 xLe rayonnement du corps noir

En physique, un corps noirédigne un objet iglal dont le spectré&lectromagitique ne
dépend que de sa tem@ture. En pratique, un tel objet néatel n’existe pas, mais il
représente un cas @hli¢ servant de &ference pour les physiciens. L'adjec&ioir »
signifie ici que I'objet absorbe tout le rayonnement qu’il recoit sansréflechir ni en
transmettre. L'objet&el se rapprochant le plus du corps noir est l&rieur d’un four dont
I'une des faces est pa¥e d’'un petit trou laissant passer un infime partie du rayonnement
afin de permettre I'observation. Les courlgeslifferentes temgratures de l'intensé en
fonction de la longueur d’onde obsé&wms avec un mede exg@grimental sont reproduites
figure 1.

L'interprétation de ces ésultats exprimentaux donna lie@d une controverse parce
gu’une loi propoge par Wilhelm Wien

(9)
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FIG. 1 —Diagramme de l'intensé lumineuse du rayonnement du corps noir en
fonction de la longueur d’onde.

fournissait une teés bonne regrsentation desésultats exprimentaux dans le domaine
des hautes &rquences, tandis qu’une formule de Rayleigh et Jeans

2kcT
=

S’avérait trés satisfaisante pour les bassesduences. Malheureusement, ces deux for-
mulesétant ties diferentes, il apparut impossible de les combiner en une formule unique.
D’autre part, I'utilisation de la nécanique classique conduitune absurdé : quand la
longueur d’onde tend verem, I'intensig, en d’autres termeséhergie rayonée, tend
vers l'infini. En 1900, Max Planck proposa I'hyp@e des quanta :é&nergie n'est pas
émise de magre continue, mais par paquets dont la taille depend de la longueur
d'onde :

(10)

_he
T
h = 6,6260693 x 10734J.s

E = hv (11)

En utilisant la nécanique statistique, il putdiver une relation universelle de I'excitance
énergetique en fonction de la longueur d’onde (1900) :

B 2rhe? 1

MO\ X
( ) A0 ehc/)\k;T -1

W.m 3 (12)
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En integrant cette dengit spectrale sur toutes les longueurs d’'onde apfiasae loi
connue et dcouverte par Stefan et Boltzmann en 1880 :

/ MO dA =T (13)
0

avec la constante de Stefan-Boltzmann

k4t 7t

_ _ -8 -4, -2 _—1

donnant ainsi le flux @nergie (perte par rayonnement) d’'un corps noir par anite
surface en fonction de la tera@ture. En @rivant la densi spectrale€q. 12) par rapport
a ), on obtient la loi de Wien (1894), quédrit un rapport entre le maximum de la deisit
spectrale et la tenfrature :

Amax 1T = const. (14)

La formule de Plancké&sout Ienigme pos par la loi de Wien et la formule de Rayleigh-
Jeans, et contient deux lois connues liant rayonnement eétatope.

1.4 Leffet photoélectrique

Leffet photcelectrique @couvert en 1839 par Alexandre Edmond Becqdezel
étudie sysématiquement par Heinrich Hertz et Wilhelm Hallwachs — Ridre-
nard a identi les particuleg€mises comme dedectrons — a&te expliqe par

la suite par Einsteia I'aide de la torie des quanta. L'effet phdttectrique est
le prenonene de Iémission délectrons par une surfaceamallique soumisa un
rayonnemenélectromagatique. Lemission ne se produit que si l&fluence de
la lumiere est suprieurea un seuil @pendant de la nature duétal. L'intensié

du courant est proportionneléecelle de la source de rayonnement, par contre la
vitesse de®lectrons ne @pend que de laéiquence du rayonnement. Latrie
classique est incapable de rendre compte de émqiene : si la lumére est
consiceree comme une onde, il est possible d’apporter suffisamménedjie au
métal en augmentant le flux lumineux endemment de la longueur d’onde,
ce qui est contraire aweésultats exprimentaux. En 1905, Einstein postule que
le rayonnement lumineux consiste en un jet de corpusculesiEgphotonsde
masse nulle, @nergiehr et se propageant dans le vidéa vitesse:.

he
E — hy=_%
S\

h = 6,6260693 x 1072*].s

(15)

31820-1891, pre de Henri Becquerel, professeur de physique au CNAM et NNH
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¢ étant I'energie d’extraction requise poéjecter urélectron, seuls les photons
pos€dant uneénergiehr sugerieurea ¢ sont capables éjecter unélectron.
L’ énergie cigtigue de®lectrongmis est donee par la relation :

1 2
gmv” = hv — ¢ (16)
Le nombre délectronemis, c’esta-dire l'intensié du couranélectrique, est pro-
portionnel au nombre de photons pedant une&nergie surieurea ¢.
Nous avons ainsi une relation entre weergie et une longueur d’onde, ce qui
nous permet @&crire la formule de Balmer par des @ifences dnergie

1 1 1
AszR(—) 17
A n2 m2 (17)
indiquant des sauts entegats dénergie diferents.
Avant de repondrex la question “qui saute et comment” entre deux niveaux
d’énergie dif€rents, il est acessaire de regarder comment est coréstituatome.
Nous allons discuter pour cela les éifénts modles dcrivant la structure ato-
mique.

1.5 Modeles d’'un atome

La gréce antique a vu proposer 1&d d’un corps le plus petit et indivisible, consi-
tuant ainsi la maéire (Cemocrite). Puis Dalton, Faraday et #yaont construit
les eactions chimiques et leégeaux cristallina partir de quantis de magére
élémentaires, sans pour autant donner leur taille ou poidsc Rvpossibilié de
produire des rayonnements cathodiques, on a pu extrairpatésules indivi-
duelles de la magre. Millikan determinait une chargélementairee en regar-
dant avec gcision sous un microscope, I'@eration produite par un champs
électrostatique sur des gouttelettes ckagyd’huile. Une mole de cette charge
élementaire donne la constante de Faraday (96400 C), conni@etdrbchimie.
En forcant un rayon cathodique sur un cercle on pou\giémniner le rapport
e/m des particules du rayonnement. On trouve toujours descpbesi du néme
signe de charge, et jamais de charge oppo€eci aranea I'idée qu’un atome
est constité d’'un nombreZ d’électrons de masse et de charge, puis d’'une
matiere compkmentaire indivisible, constituant ainsement No.Z de la clas-
sification geriodique. Les ex@riences de Rutherford de collision d'une feuille
fine d’or par de noyaux d’atomes d@hum (1911) @montraient que &tendue
de cette maéire compdmentaire doiktre petite par rapport au volume atomique
(par exemple dans un solide). Moséi@puvait c¢montrer en 1913 que le rayon-

“Moseley aurait recu le prix Nobel 1916 pour sscduverte, s'il rétait pas toméa Gallipoli
en 1915
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nement le plugnergtique d’un atome de nueno atomiqueZ absorlé correspond
a une fequence’ (= 1/)) proportionnelled (Z — «)? avec un constante.

1.6 Le mockle de Bohr de I'atome d’hydrogene

Le mockle propoé par Niels Bohr en 1913 est historiquemeastimportant dans
la mesure a il permet de reconstruire le spectre de I'atome d’hyéraga I'ori-
gine de la formule de Balmer. L'atome est conditllun noyau de chargee et
d’'un électron de masse, et de charge-e. Bohr formule trois hypotbses :

1. L'électron @crit une orbite circulaire de rayanet est soumis au potentiel
électrostatiqué&lectron-noyau, c’est direa une force attractive (en posant
deg = 1)°

62

F|=— (18)

a

Cette force estgalea la force centripte m.v?/a ol v est la vitesse de

I €lectron. LEnergie ciitique du systme est alors
|

T=-mau?=— 1
2mev 5 (29)

L’ énergie potentielle Coulombienne a pour expression

62

V=— (20)
a
ce qui s’obtient par ir#igration de la force contre le chemin pour enlever

I’ électron de I'atome :

v T F(r)d ey i
== [ Foyar == "5 —H -
L’ énergie totale est donc :
2 2 2
E=T+V=s-S-_2 (21)
20  a 2a

2. Le moment angulaire multi@ipar27 estégala un nombre entier de fois la
constante de Planck (hypeétse de quantification)

i nh
IL| = mea*p = mav:?:nh (22)
T
SEn effet, la valeur du facteurre, dépend du sysime d’uniés utili. Il accompagne toujours
la chargeéléementairee pour transformer les uréis. Ainsi le rapport?/(4mey) porte des unés
kg, m ets. Par congquent il n'est pas utile de simplifier le factelsr de avec le facteudr de
ce facteur de conversion.

16



ou

h
h=— 23
o (23)
En combinant legquations (19) et (22) po@timier v, nous avons :
2h2
0= 5 = n’ag (24)
mee
ou )
h
ag = 3 (25)
mee
désigne la prengire orbite de Bohr.
L’ énergie a pour expression :
4
mee
E,=—— 26
2n2h? (26)

3. La frequence d'une ligne spectrale est proportionnalléa difference
d’énergie entre deuatats correspondants aux rayons orbitaygt a,

2m2meet [ 1 1
hv=Fy—F, =—" = - = 27
v 2 1 h3 (n% N%> ( )

et elle peutetre obserge enémission (spectre d’'une lam@ehydrogne)
et en absorption (raies noires dans le spectre du soémbwlertes par J.
Fraunhofer, montrant ainsi la gsence d’atomedans I'espace interstel-
laire). Remarquons que, < n, doit étre respeé& pour que I'expression
reste positive.

La constante de Rydberg est maintenant exprpar des constantes fondamen-
talesm,, e, c eth. Le rayon des orbites successives a pour expression :
h? 9
Ap = —5——5MN 28
AP me? (28)
dans cette derareéquation le rayon de la preare orbite ¢ = 1) est historique-
ment noé a, et a pour valeur :

ap = 0,52917715 x 107 m

La strie obserge par Balmer est do@rpourn; = 2 etny, > 2. Les autresaries
sont appels Lyman (; = 1, mesuée 1906-1914), Paschen,(= 3, 1908),
Brackett (o; = 4, 1922) et Pfund«{; = 5, 1924), en honneur des auteurs de leur
publication. Les dates d’observation egéint le proges des possibilts d’enregis-
trement des rayonnements dans desdifits domaines spectraux. Dans la figure
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FiGc. 2 — Diagramme de lignes spectrales de I'atome d’hyémg, dans une
échelle logarithmique.

nous voyons que legdes de Lyman et Balmer sont biegpmees, tandis que les
autres sont intercaes.

En choississant une charge+ (ion hydrogndde, He", Li%* etc.) au lieu de
I'atome neutre d’hydrogne, on remplace? par Z ¢? dans l'attractiorélectron-
noyau duea la force Coulombienne. Par c@uwuent, la formule d’'un niveau
d’énergie prend sa formegerale

En(Z) = —R— (29)

et nous pouvonécrire pour des diffrences d&nergie entre deux niveaux etn,

(1 1 1 1
e = ) = <02 (= ) = R (s ) 09
Cette derréreégalie montre que les raies du spectre de I'hyémg peuvengtre
obsenees pour n'importe quel hydrégdde, il suffit de passer d& = 1 etn; a
Z etn| = Zn; (de méme poum,). Par exemple les raies de lare de Balmer
de I'atome d’hydrogne sont comprises exactement dans le spectre deN'fdn
pourn; = 14,carZ/n; = 1/2 (H) = 7/14 (N°").ny, = 3 correspondrait ainsi
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anl, = 21, ce qui montre que laésien; = 14 de I'azote hydrogndde posede

bien plus de raies que l&se de Balmer de I'hydragne : toutes les raies avec

ny = 15...20 par exemple ne sont pasgsentes dans le spectre de I'hyd¥ng.

Le mockle de Bohr permettait ainsi d’explique@djuivalence d’absorption et

d’émission, et contenaiigalement la proportionadit ~ (Z — «)? de la loi de

Moseley en supposant que certa@ectrons se comportaient comme éictrons

dans un atome hydrégdde.

Il laissait cependant des questions ouvertes :

— Comment expliquer qu’'une charge en mouvement contiBmat pas conti-
nuellement du rayonnement contrairement aux lois &@edtrodynamique ?

— Qu’est-ce qu’urelectron, un noyau, bref la matie : une onde, une particule ?

— Comment faire le lien entre un mouvement “classique” d’usigule charge
(electron) libre et son mouvement dans un atome ?

1.7 Larelation de de Broglie et la dualie onde-corpuscule

Dans la &lebre relation d’Einstein (1905)
E =mdc? (31)

la masse du sy8ime m n'est en @réral pas consigtlée invariante, mais
dépendante de la vitesse. En introduisant la masse au fepolkéquation 31

s’écrit sous la forme :
E = \/m§c* + p?c? (32)

ou p désigne la quant de mouvement du syshe. Les photons sont des parti-
cules de masse nulle au repos doéhErgie est inversement proportioneilda
longueur d’'onde du rayonnement

hc
E pu— h = —
YT
L’ équation 32 devient ainsi :
E = pc = h)\c (33)

En 1924, de Broglie gréralisa cette relation, entre la quadtile mouvement
classique et la longueur d’onde, aux particules de massepms mon nullen,

animées d'une vitesse :
h

mov

A= (34)
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La relation de de Broglie n’est pas en contradiction avecliion d’Einstein :
pour des particules de masse non-nulle, nous pouveveslapbper la racine

2 1
E:\/m%c4+p202:m002\/1+v—2zm002+§m002 (35)
c

afin de €parer lenergie assoéeea la masse au repos dapar la relation d’Ein-
stein E = mg ¢? et I'énergie cigtique £, = p?/(2my) liée au mouvement. Un
photon ne posxie que de Energie cigtique.

Un corpuscule métiel en mouvement aura donc une onde qui lui sera associ
La découverte de la diffraction dédectrons par leséseaux cristallins par G. P.
Thomson d’une part et par Davisson et Germer d’autre parparggpune confir-
mation éclatante aux ides de Louis de Broglie. Plus convaincante encore est la
diffraction d’atomes ou de metules par Stern et Gerlach en 1932. Linverse, la
collision puis transfert @&nergie d’'un photon vers uglectron, est appdleffet
Compton : le perte deé&nergie cigtiqgue du photonasulte en un changement de
frequence en parfaite cefence avec les lois de collisioBastiques classiques,
décrites par Newton.

Par ailleurs, une coisgjuence de la loi de de Broglie pour I'atome de Bohr est la
suivante : du postulat. v, r, = nh suit avecp,, = muv, I'€galie

nh = 27rrnpn:27rrn; — n\, = 2701, (36)

n

c’esta-dire les orbites sont des multiples de la longueur d’onsoeee a
I électron “en mouvement”.

1.8 x L'effet Compton

L’effet Comptof est une autre preuve en faveur de la nature corpusculaire de lahemi
Dans la diffusion iklastique des rayons X par détectrons libres ou quasi-libres, la
longueur d’onde du rayonnement difusst suprieurea celle du rayonnement incident.
La differenceA )\ est fonction de I'angl®@ formé par la direction du rayonnement inci-
dent et la direction d’observation de la luemne diffuge (cf. scema ci-dessous). Les lois
de conservation de &nergie et de la quanétde mouvement impliquent Iéguations
suivantes :

he 1 9 he 1

2 2
= Y+§mev = Y—i-ime (UH—i_UJ—)

= > T

= v cos 0 + mev)

SArthur H. ComptonPhys. Rev. 5 (1923) 483
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FIG. 3 —Diffusion d’'un photon par umlectron au repos

h
0 = ysiDH—mevL (37)

oum, etv (décompos en une composante parik et une composante perpendiculdire
la direction du photon initial) @signent la masse et la vitesse @prollision de Electron
diffus. En combinant ces relations pogliminer la vitesse de &lectron nous obtenons

( 1 1 ) h? [sin?26 cos?6 1 2cos 6
helf-<) = - + -
AN 2me \ (V)2 (N)2 A2 AN

_ 7 <1—1>2+]12(1—cos0)
o2me \N X Me AN e ——

h 2
I _ N . 2Y
A A 2mec AA ()\ )\’) +mec Sy (38)

d’ou I'on déduit la formule de Compton :

Ar=N a2 gt (39)

1.9 Interprétation

De ce qui peczde, nous pouvons conclure que

— Lesélectrons ne suivent pas des mouvements classiques datsrsss.

— Le changement état d'un atome se fait par saut (quantique).

— L'ensemble d’'un grand nombre d’atomes se comporte comnmips clas-
sique.
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Si I'on veut ceterminer |etat d’'un systme, on provoque un@action qui @truit

I' état — une deuxime mesure ne donne plus I&€me Esultat. Il faut un forma-
lisme radicalement diffrent, @i les loi de la causaktne s’appliquent plus : une
théorie probabiliste. Avec une certaine probabibih trouve un systne quantique
dans urétat, puis une deugme mesure le donne pektire dans le lBmeétat, mais

il se peut qu'’il soit dans un autétat.

Le transfert deénergie se fait pagchange de particules quantiques (photons), dont

le contenu esté&fini par .
C

E = 3 (40)
qui lie intimement longueur d’onde énergie transmissible par photon.
Puisqu’un photon relie deug&tats et exprime leur défenceen énergie, Wer-
ner Heisenberg propose en 1925 une nouvekeanique bae sur des quan-
tites a deux indices, des matrices. Cetteedhie de nécanique matricielle,
quoigueéquivalente, &t rapidement supplage par I'utilisation de Bquation

de Schaédinger, que nous allons utiliser par la suite.

1.10 Léquation de Schidinger

Alternativement, Erwin Sclidinger propose en 1926 uaquation diferentielle,

de premier ordre dans le temps et de deme ordre dans I'espace, dont la so-
lution W (x,t) décrit un systme quantique. Le premier ordre dans le temps ne
nécessite que la connaissance @sdta un temps initial ¢ (x, t)) pour trouver

la propagation dans le temps.

'BQ\D( t) = —h—Qa—Q\I/( t) + V(x)V(z,t) (41)
ot YT Tomae TEE
avec "
h—= —
2
- h? 0
En introduisant lbpérateur H = ~ 5 92 + V(x) nous pouvons iggrer cette

. m .. . .
eéquation formellement dans le temps pour obteréwvdlution d’'une fonction
d'ondeat =t :

U(,t) = e M0 g(g 1) (42)
Si 'exposant peugtreécrit comme un simple nombre
e HM (10 (g 40) — e "E/ME10) g (g 4) (43)
alors nous pouvons faire facilement lariyation partielle par rapport au temps
0
Zhae—z(E/h) (t—to) U(z,ty) = E e~ UE/R) (t=to) (x,to) (44)
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et en comparant leesultat avec Bq. 41 nous tenonsé@fuation de Sclidinger
indépendante du temps

HU(z,t) = EU(x,t) . (45)

Quelques notiona éclaircir :

— U(x,t) est une fonctiomlans I'espace et le temps

— H est un ograteur qui transformel' en une autre fonction dans I'espace et
temps (un oprateur porte un petit chapeai)

Pour que¥(z,t) devienne une distributon de probat&@t Schadinger postule
avec -
/ U (2, t) ¥(x,t)de = 1 (46)

—0oQ
que
— une exgrience donne une valeur dont la moyenne sur un grand nongbre d
mesures est doie par la moyenne d’'un épateur.

Ames = (A)g = / U (2, ) A U(x, t) da (47)
L'opérateurd propog dans lequation de Scldinger contient deux parties dis-
tinctes, une deurime crivée et un potentiél’(x). Par conéquent, Ienergie po-
tentielle d’une distributionl est donge par la moyenne

(V(@))e = (UV(2)|¥) = /_ V()" V (2)¥(z) de (48)

ou nous avons introduit une notati@n| | ) pour exprimer les irégrations sur

toutes les variables de I'espace, que nous allons utileselasuite.

En analogie avec la @tanique classique nous pouvons identifierdevée dans
2

I’espace—Tﬁ avec l'energie cigtiquep?®/(2m). Avant de poursuivre cela,
nous allons passer de I'espace unidimensionreggitparz, a I'espace tridimen-

sionnel. Nous devons alors remplacer &idee par le gradient ou le vecteur des
derivées partielles

. 0/0x
vV =|9/dy
0/0z
qui est gréralement appélNabla’ et dont le ca
. . 62 82 82
pu— A pr— —_— —_— PR
vV 0x? + oy? + 072

7 Vf(Z) est le gradient d¢ a la positionz

23



est I'opérateur laplacien, connue erénanique par exemple dans la description
des ondes, ou bien pouédrire la diffusion ou la conductigtthermique.

En toute @réralite pour une particule dans I'espace tridimensionnel, scedanis
potentieIV(F), I'équation de Sclidinger inépendante du temps prend la forme

(—27;%2 +V(F)) U(F) = EU(F) (49)

24



2 Aspects matlematiques et postulats

Les grandeurs physiques que I'ont peut observer en Phy§ops#ion, vitesse,
quantie de mouvementénergie, masse, etc...) sont a@slobservablesEn
mécanique classique, chaque observable est une fonctioaudess variables
déefinissant letat du systme. Par exemple, 4i est I'energie d’une particule

la positionr au tempg, E(r,t) est cfini quandr et¢ sont sgcifiés, en d’autres
termes letat dynamique du sy&ne est dfini a chaque instant par les valeurs
prises par les variables dynamiques. Eacanique quantique, la relation entre
états dynamiques et variables dynamiques est beaucouys rdivette. Cela a
pour congquence que, du point de vue nathatique, les dgrateurs jouent un
role peponctrant. L'objet des paragraphes suivants est d’apportemsaneble
minimale de @finitions matematiques et de #oemes Bcessaires pour la suite..

2.1 Definitions
2.1.1 Ogerateur

Un opérateurd est une opration matématique qui transforme une fonctipz)
en une autre fonctioi(z) :

f(z) = Ap(z) (50)

2.1.2 Ogerateur linéaire

Si pour des nombreasetb et des fonctions, (z) etps(x) on a
Alapi() +bpa(r)) = a Ay () + b Apy(x) (51)

On appelleA un operateur lirgaire. L'application ded sur une combinaison
linéaire de fonctions estgalea la combinaison lieaire des applications de
I'opérateur sur les fonctions seules.

2.1.3 Ogerateurs différentiels

Un operateur faisant appaldes érivees (nous allons en voir des exemples)

A d d?
A=ag+a— +ay—=+---; a; = fonction de x (52)
dx dx?

est appd “opérateur diferentiel”.
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2.1.4 Equations aux valeurs propres

P étant un oprateur quelconque ef{x) une fonction quelconque, il n’existe pas,
en geréral, de relation particidre entrePp(x) etp(z) . Il existe cependant des
cas @l Pp(x) est un multiple dep(z) :

A

Py(z) =pep(x) (53)

ou p est une constante par rappart. Une telleéquation est appet équation
aux valeurs propres(z) est une fonction propre de I'épateurP et p la valeur
propre assoée.

Exemple :

P= T o(x) =™, k = Cste. (54)

Py(z) = kp(z) (55)

¢(z) est la fonction propre de I'dpateurP assockea la valeur propré.

2.1.5 Fonction de care sommable

Une fonction est dite de ca&isommable si l'irégrale

| @ @) da (56)

—00

prend une valeur finie. Nous appellerons la racine de cettgrale la “norme de
la fonctiong(x)”. En particulier nous pouvons normarl toute fonction de caar
sommable par

o) = = S [ Fesme =1 6

2.1.6 Fonctions orthogonales

Sil'intégrale du produit de deux fonctiofiéz) etg(z) est nul, nous disons qyé
et g sont orthogonales.

f et g orthogonales «— /Oo f(x)g(x)dx = 0 (58)
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2.1.7 Ogerateurs hermitiques

Dans les relations prédentes,o*(x) est le complexe conjugude ¢(x).
Consicerons l'oerateurA et les fonctionsu(z) et v(x) . Soit A* le complexe
conjugté de I'operateurA (en posant qui* u*(z) = (A u(x))*). Si, en admettant
que ces irggrales existent

/ u*(2) Av(z) de = / (A*u* (m)) v(x)dx (59)

pour toutes les fonctionsetv de care sommable, I'oprateurA est apped “her-
mitique”.

2.1.8 Ensemble complet

On appelle ensemble complet un ensemble de fonction®deam variables et de
care sommablg v, 1, ...} tel que pour toute fonctioli de némes variables et
de care sommable

f= i Css (60)
s=1

2.2 Théoremes

1. Les valeur propres d’'un épateur hermitique sonéelles.

2. Sip, ety, sont des fonctions propres de |@g@teur hermitiquel corres-
pondanta des valeurs propres, eta, différentesy, ety, sont orthogo-
nales.

3. Lesfonctions propres d’'un émateur hermitique forment un ensemble com-
plet. Cet ensemble eggalement appel“base” de I'espace de fonctions,
dans lequel I'action de I'agrateurA est cfinie.

2.2.1 « Démonstration du thoreme 2

Comme exemple nougmontrons ici un des oremes$voques, les autres preuves faisant
appel aux rdémes techniques. Nous avons

z{lw = axpx
A(péﬁ = aupu
(Agpu> = a.p, : (61)

A éetant hermitiquex) eta, sont €elles
/cpZAgo)\dT =ay / N . (62)
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D’autre part
/QDZA(,O)\dT = /A*QOZQO)\dT = au/apZLpAdT . (63)
Donc
a)\/gOZgo)\dT = a,L/go:gp)\dT . (64)

Cetteégalite ne peuttre \erifiee que si

a, = ay ou /QDZQD)\dT =0 . (65)

2.3 Espace destats et notation de Dirac

Pour simplifier [ecriture des irégrales, Dirac a introduit la notation
(ildlea) = [ ¢i@) Agala) da (66)

ou la partie(y, | est apped “bra” et|p,) “ket”, formant ainsi le mot anglais “bra-
cket” (parentlese). L'orthonormalé s’exprime alors comme

(pilps) = di; (67)

d;; vaut 1 pouri = j et O pouri # j (Symbole de Kronecker). La conjugaison
complexe est dans cette notation

(pilei)™ = (pjlei) (68)
avec consquence pour un @pateur hermitiquegg. 59)
(@il Alos) = (il A%|p;) = (il Ags) = (Apiliy) (69)
On notera que :
(@apa+bplpe) = a™{palee) + b (ol ec)
(Palcpc +dpa) = c(palpe) +d{Palpa) (70)

Par conéquent, pour une fonction propge d’un opérateur hermitiquel nous
avons alors

<90z‘1{1’%> = <8€1‘A<Pi>:>\<%’%>
<90i“4|§01‘> = <A90i|80i>:/\*<90i|90z’> (71)

ce qui prouve le premier des @&bhemesénon@s (les valeurs propres d'un
opérateur hermitique songelles A = \*).
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2.3.1 xLe 3e tleoreme

Soity une fonction @velopige dans I'espace engerédpar les fonctions propres dé
P = i Oy P (72)
=1
L’action de I'opéerateur A donne alors
Ay = i ox, Apy, = i o iy, = i dx; o (73)
=1 =1 =1

avec de nouveaux coefficients dans |ésmas fonction,,. . L'opérateur A ne fait donc
pas sortir les fonctions de I'espace initial. Ceci n'est possibleageondition que les
valeurs propres sonteelles et que I'opratuer est liaire.

2.4 Le principe de correspondance

Le principe de correspondancé&® eénoné& par Bohr en 1923. Selon ce principe,
la théorie quantique doit tendre asymptotiguement vers émtie classique la
limite des grands nombres quantiqueesqui impliqgueune analogie formelle entre
les deux tBories Pour passer des lois classiques aux lois dedaanique quan-
tique, les variables dynamiques du &yse seront rempl&es par des observables
elles-némes repgEsenées par des @vateurs.

2.4.1 Repesentation des observables

Postulat A : A chaque observable correspond uregieur (ou une matrice).
Ces ojerateurs sont construitsl’aide de egles comme celles de von Neumann,
de Dirac ou de Weyl. Pour la plupart des observables, I'appiin des difrentes
regles conduita un €sultat unique. La repsentation des observables les plus
fondamentales est repéd dans le tableau 1.

Observable re@sentation classique emteur assoei
position i r=r1
: or
guantie de mouvement p=mv=m a—: p = —hV
~ 2
énergie ciitique T = smv? T = —QFL—mW
énergie potentielle V(7) V(r)=V(#)

TAB. 1 — Repésentation de quelques observables par desatgurs

29



Postulat B : Les seules valeurs possibles de la megurele I'observable”
repiesenée par I'orateur” sont les valeurs propres déduation :

Py = patha (74)

L'opérateur assoeia I'énergie est I'oprateur hamiltonien = 7' + V et
I’ équation aux valeurs propres correspondante @gtifition de Scldinger pour
lesétats stationnaires :

HU,(r) = E;U,(r) (75)

La fonction d’ondeV,(r) définit lesétats stationnaires du sgste. La fonction
d’onde ependant du temps d’watat stationnaire a pour expression :

Eit
Wi (r, ) = Ui (r) exp (—z - ) (76)
En notation de Dirac, état dénergiek; sera repgseng par le ketW,).

L'opérateur hamiltonien est un emteur hermitique, ses fonctions propres
forment une base con#de, ce qui entiae que toute fonctiorf(r) des némes
variables queal peut s’exprimer exactement comme une combinais@alne des
v, .

les coefficients; du developpement peuvegtre calcuds facilement I'aide du
projecteur

Z |\Ijz><\1j1’ =1 (78)
En effet :
[y =1x|f)= Z!\If (W3] f) (79)
dans cett@&quation
(Wilf) = [ wi(0)f(x)de (80)

Postulat C : Pour un systme don#é dans letat| V') la moyenne des mesures de
I'observableP (la valeur moyenne de I'observable) est deampar :

(P) = (U] P|¥) = / v (81)

En utilisant I'equation (81), il estgalement possible de calculer la variance garr
de I'ecart type) 'aide de I'ogerateur

(AP)* = (P —(P))* (82)



2.5 Interprétation statistique de la fonction d’onde

La fonction d’onde par elle-dme ne posxie pas de sens physique, par contre
le caré de son modulél(r,t)|> = U*(r,t)¥(r,t) repesente la dengitde pro-
babilitt de pésence de la particule. La probal@litle trouver la particule dans
I’ élément de volumédr au tempg est donge par :

P(r,t) = ¥*(r,t)¥(r, t)dr (83)

Avec la cependence du temps danplus haut€q. 76), qui avec unéenergiek;
réeelle ne change que de phase dans le temps, nous voyonstgyackabilié est
constante dans le temps.

E; E;
U (r, 1)U (r,t) = W*(r, ty)exp (zi) U(r,tg) exp (—z fzt>

= \I’*(r,to)\l/(r,to) (84)

La probabilie de trouver la particule dans tout I'espace est de 1, et qrame
par I'integrale
/\If*(r,t)\lf(r,t)dr — (VW) =1 (85)
R3

Cette relation dfinit également la normalisation de la fonction d’onde, puisque
si une fonction¥ satisfait l'equation de Sckidinger. Il en est de éme pour la
fontion a ¥ avec tout nombre complexe Pour que la fonctionl décrive cor-
rectement un sy8tne quantique, la condition sugphentaire de norme dditre
respecdte pour fixer le facteusi. On prend souvent une valewdlle et positive
poura.

2.6 Commutateurs et relations d’Heisenberg
L'expression o
AB — BA
est appéde commutateur des emteursA et B et est nate [A, B]. Si les
opérateurs commutent, la relation

[A,B]¢ =0 (86)

doit étre \erifiee pour toute fonction arbitraire o
Si ¢, etyp, sont des fonctions propres respectivement désaipursA et B avec
[A,B]=0:

A

A¢n = )‘ngbn B@n = UnPn (87)
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alors o o )

ce qui implique que la fonctioB¢,, est une fonction propre de I'épateurA avec
la valeur propre),. Si cette valeur propre n’est paégtrerée, la fonctionBg¢,
doit étre proportionnellé ¢,,, autrement dit :

Si )\, est cegereree, I'argumentation est plus complexe mais la conclusien de
meure : deux oprateurs4 et B ont des fonctions propres communes s'ils com-
mutent.

En regle gerérale, deux oprateurs quelconques ne commutent pas. En particulier,
les ogerateurst etp = «h d / dz, vu que

d
Lo ) = @)+ 2 (@) (90)
donc
(der= o) £ = o] 10 = 110 (01)
et
&, 5,] = h (92)

2.6.1 Relations d’incertitude

Lorsque deux oprateurs ne commutent pas, il est par principe impossitge d’
fectuer une mesure simulte® des deux observables asgesiavec une pcision
arbitraire. L'incertitude sur la mesure de I'une condinerf’incertitude sur la me-
sure de I'autre. Comme il est toujours possibleatire

[A, B] =C (93)
il est possible de@montrer la relation dite d’incertitude :

1 N
SASB > J\(Cp (94)

La plus connue des relations d’incertitude d’Heisenbergadke qui fait intervenir
les ogerateurs de moment et de position :

ops dx > ;h (95)
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La signification de cette relation d’incertitude pétre illustée par I'exemple sui-
vant : consiérons une particule de massese placant sur 'axez. En phy-
sique classique, il est possible de mesurer sa vitegtesa position: au temps

t. Ce n'est pas possible enétanique quantique car I'application de la relation
d’incertitude entrine des erreurs congthbles sur les mesures pour des corpus-
cules de la masse d’'un atome ou plus petit. Dans le cas d’'unmeatie carbone,
la masse du noyau est de I'ordre de 2026 kg, commeh = 1.0546 x 10734 Js,
une incertitude de I'ordre de grandeur de la dimension dayan,10~* m, en-
traine une incertitude sur la vitesse de I'ordre xl#&0* m.s . Pour unélectron
avec la néme incertitude sur la position, l'incertitude sur la viiegst 20000 fois
plus grande. Par contre pour un petit objet classique aveasse de I'ordre du
milligramme, l'incertitude sur la vitesse estgligeable £ 1071 m.s™! pour la
méme pécision, alors cons@table, sur la position).

L’ énergie totale d’un sysie quantique est la somme de gmergie cigtiqueT

et de I'eénergie potentiell®’, en consiérant que l'incertitude suré&nergie poten-
tielle est regligeable, I'incertitude suré&nergie totale seeduita l'incertitude sur

I’ énergie ciktique :

SE = 6T (96)
En utilisantT’ = p?/(2m)
OE = vop = (0x/0t)dp (97)
ce qui entrine
OE 6t = oxdp > ;h . (98)

La congquence de cette relation est qu’en spectroscopie @osrgie d’'un ni-
veau est connue avecgumision (raies fines) plus sa @ar de vie est longue. In-
versement, utat de courte dée de vie pesente une grande incertitude de son
énergie (raies larges).

2.6.2 « Démonstration de la relation d’incertitude

Nous suivons le raisonnement qui pétre troue dans des livres classiques, tels que pre-
mier volume d’A. Messiah, &tanique Quantique. Con&itbns les oprateurs hermitiens
AetBtels que:

[A,B] = 1C (99)
ainsi que les oprateurs
AA=A—(A) (100)
et
AB=B—-(B) . (101)



D’abord nous allons @montrer qu'ainsi
(U|[AA, AB||®) = +(T|C|T) . (102)
Nous avons

(U|[AA, AB]|¥) = (U|AAAB — ABAA|D)

= (V|[4,B]|¥) = «(¥|C|¥) (103)

puisqueA(B) = (B)A car (B) est un simple nombre et un ogerateur liréaire.
Les orateursAA et AB amenenta I'expression connue de la variandéar(A) =
(A?%) — (A)? par

Var(A) = (AAAA)
= (A% —2A(A)+

1 X (4)%)
= (4%) —(A)? = (0 4)° (104)
Maintenant nous pouvongchontrer la relation
(AAAB>2% ()2 (105)
Nousécrivons le caré de la longueur de la fonction
() = (aAA +1AB)T) (106)

qui est toujours positive, pour toute valeur deet nous le éveloppons :

(D()|®(c)) ) )
(@AA +1AB)U|(aAA +1AB)T)

0

I IA

(U|(aAA —1AB)(aAA 4+ 1AB)| D)

= o*(U|AAAA|Y) + (VABAB|U) 410 (U|AAAB — ABAA|D)

(WAL ABI|W)=(W[[4,B][9)=(¥|C|¥)
= o™ (T|(AA)%T) — a(V[C|T) + (T|(AB)?*|T)

2

wicry 17,

= (ADYADY) o - o T gy

>0

peut étre 0,sinon >0
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(¥|C1w)?

(T[(AB)* W) — o — (107)
A(V|(AA)?] D)
ce qui implique
5 T|C|w)?
wlaB ) - Y (108)
AV |(AA)7[ W)
Donc
(U[(AA?|W)(W|(AB)*| W) > i@lélw (109)
et, en assimilant les variances aux dasrdescarts types :
5ASB > % (C)2 (110)

2.6.3 x Relation d’Heisenberg.

La derivee par rapport au temps de la valeur moyenne de I'observahést donie par
la relation d’'Heisenberg :

d(A) /dt = (o/h)(V|[H, A]|¥) + (0A/0t) (111)
En cerivant (¥|A| W) par rapport au temps on obtient :

d

A ov . . 00 DA
£<‘I”A\‘I’> = <§\A|‘I’> + <‘I’\A|§> + (‘I’|E\‘I’> (112)

Les cerivées du bra et du ket soavallees directemerit partir de I'équation de Sclidin-
ger ceépendant du temps

Ay = w2 (113)
et
L) = LA - LA + v 22 (119
= (WA + (9] ) (115)
Une observable3 telle que
[H,B] =0, dB/dt =0 (116)

est appete constante du mouvement.
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2.6.4 x Relations d’Ehrenfest{1928)

Les relations d’Ehrenfest donnent le lien entre les lois de la physiqueiqlesst de la

mécanique quantique. Enaoanique classiqué 7 = m 7 et la force F(7) = —VV (7)
sont liés par
. . d
muv = = m-—r
P dt ,
" d d d
F = m_¥U = —p = m- 57 117
(") Tt T oa? T Mae” (117)

La premére relation d’Ehrenfest est obtenue en choisissant  : en utilisant 'identi&
[AB,C] = A[B,C] + [A, C]B pour le commutateup?, £] on trouve

m[H, ] = %(—th) = ?p (118)
et en conéquence
ml =) (119)
AvecA = p = —1hV
[,p]U(r) = —h(VEV-VV(E))U(r)
= (VV(r)) ¥(r) = —th F(r) U(r) (120)
et d
2P = (F(x) (121)

Dans cette expression, la de@rie relation d’EhrenfesE (r) est I'opérateur correspon-
danta la force.
En combinant ces deux relations, on obtient @geation analogua I' équation de New-

ton :
d? .
s (f) = (F(r) (122)
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3 Exemples de ésolution analytique de lequation
de Schiodinger

Il n’existe de solutions analytiques dédjuation de Sclkidinger que pour un petit
nombre de potentiels dont la plupart sont des potentielseteedL'objet de ce
chapitre est de psenter quelques cas significatifs.

1. La particule dans une tie a une dimension : spectroscopie U\etits
électroniques

2. Loscillateur harmonique : spectroscopie infra-rougeuibrations intra-
moléculaires

3. Le rotateur rigide : rotation des néalules eétats de spin.

Dans tous ces cas nous corggietons une seule particule, souvent effective, dans
un potentiel externe.

3.1 Particule dans une bi@te a une dimension (cas particulier
U = 00)
Le probEme de recanique le plus simple est celui du mouvement d’une péeticu

de massen dans une bibe unidimensionnelle. La figure épiesente le potentiel
mockle consiéré.

u

I IT I
v
0
—al2 0 a2
—
X

FIG. 4 — Le potentiel dans lequel se trouve la particule
Nous consiérons par la suite le cas particuliér= o : le potentiel est nul dans
lintervalle [—3, 5], etinfini ailleurs. Lequation de Scladinger
n? d?(x)

om dax?

+V(z)¥(z) = EV(x) (123)
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n'est alors éfinie qua l'intérieur,—a/2 < x < a/2, ou V(x) = 0. A I'extérieur
seul¥(x) = 0 peut compenser le potentigl(x) = co. Nous devons chercher les
solutions de Equation diférentielle

n? d?V(x)
2m da?

Elles sont toutes des combinaison€hires de sikx et coskx

U(zr)= EV¥(z) (124)

U(z) = A sin kx + B cos kx (125)

avec les trois paraétresA, B etk a determiner. Le potentiel imposg(z) = 0
aux bords du potentiel, ce qui est res@epburka/2 = nm pour un sinus et
ka/2 = (2n+ 1) /2 pour le cosinus. Par coaguent, seules certaines valeurs de
k sont satisfaisantes, pour> 0

nﬂ{ n impaire ; U(z) = B cos (% )

k= — 126
n paire : V(x ) A sin (%x) (126)

a
L'insertion de ces solutions danséuation de Sclkidinger nous donne les
énergies (valeurs propres) assms comme :
R’k?  h*n?

o2m  8ma?

E, =

>0 . (127)

Pour des dimensions atomiques ou ewlaires ¢ de quelques&ngstn‘jms,
massen de l'ordre de la masse d’uglectron et un nombre petit) les niveaux
énergtiques sont bierépaés. Pour des dimensions macroscopiques, par exemple
une masse d'1g, une tie d'1 metre et une vitesse d’1 m/s (ce qui correspand
uneénergie cigtigue des> x 10~*J), nous trouvons un correspondant par

9 8ma’E
n® = ——
B2

ce qui montre un principe fondamental : les lois du monde osapique corres-
pondenta des nombres quantiquesseléves.

~ 10%

3.1.1 Application : indicateur coloré acido-basique

Un badte unidimensionnelle peut servir comme reteld’un indicateur col@ : la
forme acide a une longueur diffente de la forme basique, ce qui provoque des
domaines diftrents d’absorption de lugrie, en fonction du pH.

Le potentiel subi par deslectrons dans une neule organique conjég(alter-
nance de liaisons C-C et C=C) correspond relativement digene bite unidi-
mensionelle, le€lectrons en&@sonance se partagent un espace commun. Etant
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des fermions, chaque niveawne peuttre occup que par deuklectrons de spin
oppo®, cefinissant ainsi le niveau le plus haut oceplO = haute occlge) et le

niveau inoccup le plus bas (BV = basse vacante). La@iféinceenergtique entre
ces deux niveaux permet I'excitation de plus petitergie, en gréral de quelques
eV. Le plus longue la chine organique, le plus petite cette éifénce cenergie.

Cependant le nombred&ectrons élocali€s augmente de lagme fagon, mais la
différence entre LUMO et HOMO s’obtient en fonction deomme

(n+1)?—-n*> 2n+1

AFE = Egy — Ego ~ 732 72

(128)
linéaire enn et quadratique etr.. En supposani. proportionnela n, AE est
finalement proportionnél 1 /n,

Un indicateur colog par exemple est alors une raclile dont la form acide (R—
COOH) a une longueur défente de la forme basique (R—CORincluant ainsi
le groupe COO dans l'espace deédbcalisation de#lectrons du reste R. La
phénolphthaléne par exemple vire alors d’incolore (acidejose (basique).

L
L!
y
C
7 \
O OH
Forme acide Forme basiqt

FIG. 5 — Sclema d’un indicateur coléen comparant sa forme acide et sa forme
basique. La forme basique est plus longue et gissie 2lectrons @localigs
(donc 1 niveau occl@) en plus.
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3.2 Loscillateur harmonique a une dimension

Un exemple simple d’oscillatedr une dimension est cons#@yar deux masses
reliees par un ressort. La force asg®@ une @formation du ressort est propor-
tionnellea cette @formation autour de la position&tjuilibre z, (loi de Hooke,
“ut tensio sic vis”, 1678)

F(z) = —k(z — x0) (129)

avec une constante de forkecaracéristique du ressort. Le potentiel correspon-
danta introduire dans €quation de Sckidinger est donc quadratique :

Viz) = — / " P dd = ;k (@ — 20)? (130)

0

Le sysemea deux masses,; etm, est rameaa un systmea un seul corps en
utilisant la masseaduite, avec

1 1 1
= - 4= (131)
12 ma mo
ce qui donne
p=mme . (132)
mi + mo

En mettant en plus, a Zro nous pouvons alors poser le pgrbke quantique de
I'oscillateur harmonique.

Ilolécule

i
¥z @—/VV\W—Q #

Ciascillatenr équivalent

k
i,

FIG. 6 — Mockle de l'oscillateur harmonique
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3.2.1 Traitement classique

Avant de esoudre le proBime quantique nous devrons revoir le traitement clas-
sique de ce sy8me. Lequation classique de Newton est

d2
mi = F(x) — o x(t) = —kax(t) (133)
avec la solution bien connue
x(t) = A cos wt (134)

si nous admettons(0) = A etdxz/dt(0) = 0, et en mettanty = \/m La
particule se balade entreA et +A dans un mouvement non-uniforme, avec
acleration entre- A et 0, et perte de vitesse entre O4efl jusqu’inversion du
mouvement.

Pour traduire ce mouvement en une deéndé probabili de pesence (observable
en mécanique quantique), nouségirons sur le temps d’une denmépodeT ,, et
nous substituons la viable d’igrationt en une variable d’espace

Tope [ape [ [T (135)
1/2_/0 _/A dx :E__/_Ada:/dt ‘

La dériveedz /dt est connue

dz

- = —Awsinwt = —Awy1 — coswt = —w\/m

La demi-geriode devient alors

T ——/Ald:c—l/Ald:c—7T (136)
vz = —adt/dr T w)oaJAZ 22T w

Le temps pagssur une intervalle, = + Ax, par rappor& 'amplitude compite
—A ... Adevient la densi de probabilie de pesence dans I'espace

1

o (137)

p(r) =

3 |

independante dé et deu. La probabilieé de pésence ne donne aucune indication
sur le temps de parcours de l'oscillation.
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10

1/(sqrt(1-x*x))

FIG. 7 — Densié de probabilé de pesence d’'un oscillateur classiqué € 1)

3.2.2 Solution de lequation de Schbdinger

Le potentiel harmonique est de la formézx) = %W. Pour une particule de
masse&duitey soumisea ce potentiel, 'oprateur hamiltonien a pour expression :

- ot 1,
I’ équation de Sclidinger A
HY(z) = EY(x) (139)

se simplifie en faisant les transformations suivantes, iisartt la constanter =

_ _ 1% _2F
k=uw? &=x Foe=3
- _
8—62—§2+e T(E) =0 (140)

Lorsqueé — oo, £2 >> ¢, I'équation (140) pelitre remplaée par

2

0¢?

— &4 1_ T(E) =0 (141)

qui a pour solutiorexp(—£2/2), la fonction d’onde peut toujoursé&trire sous la
forme du produit d’une fonctioh(&) a determiner par la forme asymptotique,

T(€) = h(€) exp(—€*/2) (142)
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En substituant c& dans l'équation (140), et aggrs division parxp(—£2/2), on
obtient

h"(§) — 260 (§) + (e = 1)h(£) = 0 (143)
la fonctionh(¢) est developiee en &rie det
) = 3o (144)
L' équation (143) devient : )
iz‘(z‘ — 1)a; 7% — 2ia;6" 4 (e — Dag" = 0
& i((; 2)(i + Dagpo — 2ia; + (e — Da;) & = 0 (145)

qui doit étre verifee pour toute valeur dé¢. Ce qui conduita la relation de
récurrence i1
)+ 2" (146)
Pour que la fonction d’onde tende versaQ'infini, il faut que A(&) soit un po-
lyndme fini, ce qui n’est possible queesk 2n + 1, avecn =0, 1, 2,....8

Ces poly@mes sont les polygmes d’Hermite H,,(£), qui amenenta la solution
gérérale du prol#me de l'oscillateur harmonique

2
T2

U, (z) = N, H,(&e

<‘7f7‘;>1/4< %) Hy(z \/T) 5 (147)

avec le facteurV,, assurant la norme correcte g (x).
Par ailleursa partir de la solution poutr = 0

1/4 o 22
Uy(z) = </;;Z> e 2 (148)

on peut construire les autres solutions par I'applicatictessive de Gpérateur
¢ — d/d¢ sur la fonction fondamentale

1 d\" N, [ [iw hod\"

(149)

X
8Sinon la &rie va asymptotiqguement veE% = ¢%, ce qui empche que le facteur expo-
1!
1=0
nentielexp (—¢&2/2) rameéne la fonction? (¢) a zero pouré — cc.
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L’ énergie de l'oscillateur harmonique a pour expressiortgsula cefinition de
e = 2F/(hw) et la conditiore = 2n + 1) :

1
E, = hw (n + 2) (150)
E
. b ve 2 g
classique 6
e 1/2 x"2 st

‘ o8 | \ 't e
|H ner l 2 h \_// .
\ \ oaf quanthue >/ N 2 \ F /
< ' i
e A AN

L I
—1 o 1 2 —2 —1 L] 1 2
X X

, W 2 \ /
classique il f ok , ."ﬁ'\ /
A /

aon o i "
_)\ n \! A SRAAALE0 SN ITATAVAYAN| /‘-._

03k

|
T N VN

quantique_ | |,|'||

III\klllllﬂllnll iy 1r1r TR, |II|IIHJII i
| | |||n||| VL ' \ 5k
|
,-’ '|| 'l.W. |FIIJ||’_,|J||H|T'.?JWW|W|| I |T;||J|||' I“I \‘\ , L L / .
<5 i 5 X <5 ] 5 X
classique OB w2 \ i :

i/

}\u U \ a g ';'.'.'.'.\'."'.‘.'.\'.\'a’.‘.'a’.‘.'a':'J'fJ'."J'|'l'.l'l'11.l1l'l|1l|r|l||k

I o0 : 3 il i
N
‘ 0.15 sl /
’ olof { |‘ anl /
quantique ‘ —

JM% WMW N=90 s

H\h\l i JiHHHHIrIﬁH 4n||u|||m|'||_||lilllH"’ lﬁl. M L ,_ \ o

FiG. 8 — Probabile de pesenced gauche) en fonction de et in€ré dans le po-
tentiel quadratique la bonneenergie. On voit bien qu’aux exmites du “mou-
vement” |la particule reste conée dans le potentiel.
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3.2.3 x Dérivation alternative

Une autre nethode de &solution consista introduire les ograteurs :

s Pz S mw
P = X=\/—z 151
mhw h ( )

I'opérateur hamiltonien divis par hw s’écrit alors :

. H
H=

=== (P2 + X2) (152)

On introduif alors les ograteurs d’annihilation et de éationa etaf
i = (X 40P af — ( ) (153)
a = —= 1 a — — 1
V2

Le commutateufa, af] a pour expression :

|
la,a'] = daT—&Td:§(X—|—ZP)(X—1P)—§(X—ZP)(X—HP)
.- 1
= <X, Pl =g life) =1 (154)

et 'hamiltionien’{ peut sécrire :

(155)

NN

~ 1
H=aal — - =ala+
2
Les fonctions propres d& sontégalement fonctions propres dé' et deafa. Si|¢,) est
fonction propre dei'a avec la valeur propre, les deux fonctiong|s,) etaf|p,) sont
également fonction propres. En effet :

alaalgy) = (a'a—aal)alg,) + aalalgy) = [af, alalgu) + aalale,)

= (v—1>&|¢n> (156)
alaallp,) = al(aa’ —a'a)le,) + a'aal|,) = alla,a’)|g,) + val|gy)

= <v+1>&*\¢v> (157)

L'action de I'operateur de ceationa’ sur la fonction proprel¢,) est d’engendrer une
nouvelle fonction proprép,+1) dont la valeur propre est(+ 1), 'opérateur d’annihila-
tion a, lui engendre la fonction proprg,—1) dont la valeur propre est(— 1). Le spectre

9Nous voyons que ces émteurs correspondent aux coorde@sintroduites plus haut :
1 d d

d:—2(§+d—£) :7(5*675)

45



des valeurs propres d& ¢ est constité par la suite des entiers positifs. Si 0 est valeur
propre :

algo) =0 (158)
ce qui implique que(X) est la solution de Bquation diférentielle
(X + i)(/b (X)=0 (159)
ax /T T
donc,
) _mwm2
$o(X) = Coe™*/? = Coe 2N (160)

ouCy = (%)1/4 est la constante de normalisation.
Les autres fonctions propres sont obtenues en faisant agietaipur de ceationa!

bul) = (@) o() = %(ﬁ“@i) Golx) (6D

Les valeurs propres de I'@pateur hamiltonien de I'oscillateur harmonique sont :

E, =hw(v+ %) (162)

3.2.4 Application aux sysemes diatomiques

L'oscillateur harmonique est un excellent nébel du potentiel internuehire eel
d’'une mokEcule diatomique qui fournit une bonne approximation éadrgie des
niveaux vibrationnels de la matule. Un potentiel quelconque peut toujoane
dévelopge autour de son minimum par unere de Taylor

V) = Vi) + W)+ 2 o m) .. (163)

dx 2 dx?
Le premier terme est une constante qui e inegieée dans EBnergieF, et le
deuxeme terme dispalieexactement, puisque nouéwetloppons le potentiel au-
tour du minimum. Le premier terme non-nul est alors la cbotion quadratique.
La figure 9 permet de comparer les deux potentiels et suresitniveaux
d’énergie. LEnergie de Btat fondamental (niveaw = 0) est situiae%hw au des-
sus du minimum de &nergie potentielle. Dans I'approximation harmonique les
niveaux vibrationnels soréquidistants tandis que pour le potentietlrI'écart
entre deux niveaux coasutifs diminue lorsque le nombre quantiqguaugmente
et tend vers &@ro lorsque I'on s’approche de la limite de dissociation-{ oc).
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FIG. 9 — Potentiel harmonique (—-) et potentiékt (- - -) d'une madcule diato-
mique. Les niveaux @&nergie de 'oscillateur harmonique et de I'oscillateee|r
sont repesengés avec les Bmes conventions
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3.3 Lerotateur rigide

Le troiskeme systmea une particule, important pour la chimie, est le rotateur
rigide : une particule est anime d’'un mouvement circulaire, dans un potentiel qui
ne cepend que de la distance au centre du mouvement. &amgue classique
I’ énergie assoee au mouvement circulaire d’'une massel(iite). a une distance
r est

1 1T, L?

By = = pv? = = = 164
=GRV = S urtw 2 r? (164)

de masse:, vitesse angulairer et moment cigtique L = ui° x v, doncL? =
w2r?v? pour un mouvement circulaire.

barycente |

FIG. 10 — Mockle du rotateur rigide

Une mokcule diatomique, qui tourne autour de son barycentre, gteziteduite

a une masse &duite) tournant autour de l'autre, & dans I'espace, tout comme

nous I'avons fait pour 'oscillateur harmonique.

Par la relationrym; = rymg, €t par con8quentmv; = mauvy, I'€nergie
.1 1 p

de rotatlonimlvf + imlvf des deux masses sera congenen mettany =

myms/(my + my), et alors

1, 1 1

E.. = 5/“) :§m1vf—l—§mgvg
Loy 1 2 2 2 2
= i,urw :§m17"1w +§m2r2w
L? L% Lg

(165)

2ur? - 2ur?  2ur;

L'analogie d’'un mouvement circulaire avec I'expressionndouvement ligaire
est illustée par le€quivalences suivantes.
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masse m I =pr? moment d'inertie
vitesse v w vitesse angulaire
moment P L moment angulaire
énergie % mv? % Iw?  énergie

, . p2 L2 , .

énergie T 5T energie

D’apres le principe de correspondance nous avons akgsdtion de Scldinger
pour le rotateur rigide

iZ
ﬁ\:[}(xvyvz) = Erot\ll<x7y7z) (166)

a resoudre avec I'ograteur du moment catique angulaire

0 9,0
A x % Yoz 85/
L=ixp=—|y|xmn| & [=-n|:2 -2l (167)
. J Ld T
0z oy ~ Yoz

Le syséme de coordorées habituelles, y et z, decrivant un mouvement lgaire,
n'est pas tés utile pour ce genre de dynamique. Il convient alors destoamer
L en coordon@es sphriques en inversant

x = 7 sin g sin 6
y = 1 cos psinf
z = rcosb (168)

et donc les @riveesa I'exemple de)/dx

0 dr 0 df 0 dp 0

9x  dzdr | dz00 ' dzdyp
Ce qui appliqé donne pour le cagrdeL

. . . . 1 0 0 1 09
L2 = [2+12+1% = —R? — [sinf— — . (169
ey sing a6 \""" 99 N sin? 0 92 (169)

La distance- du centregtant une constante, le prébhe se ramne en effet aux
seules deux variables angulaires). On note les fonctions proprds(z, y, z) =
R(r) - Y (0, ¢) avec une partie radial®(r) constante et on ne traite que la partie
angulaireY (6, ¢).
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ZA
Zhy---. )
.M(X,y,Z)
o
0 !
O E y »
X~ L >y
w o h
¢ r'=rsird
X=r"'co® =r sirb cosh
X y =r"sinp =r sirb sinp
z=rco$®

FIG. 11 — Definition des coordorées spariques.

Une fois 'operateurd?/0p? appligié, il ne reste qu'une&bendence dé, donc
I"équationL?Y (0, ) = 21 E,,; Y (0, ) est uneéquationa valeurs propres si-
multarement ery et en ¢. L' équation enp est bien simple pour une valeur de
0 # 0 fixee :

82
——Y(0,9p) =AY (0 170
0.2 (0,9) (0,9) (170)
avec valeur propre. La conditionY (6,0) = Y (6, 27) impose
Y(0,0)=Y(0,0)e™% (171)
avecm = 0,%+1,42,.... Il nous reste alors la&tivée par rappord 6§ avecm
comme paramitre :
1 0 0 1
—h? — [sinf— | — —=m?|Y(0,¢) = NY (0 : 172
(meae (Sm ae> sin2€m> (6,) 2 (172)
Si nous substituongsosf = x nous pouvons utiliser les relationsnf =
V1 —cos?26 =+/1—a2etdr = dcosf = —sinf df, donc
1 d d d

S sinfdf  dcosf  dx
pour transformer la derareéquation en

—fﬂ(du—x?)d m )f(x) X f() a73)

dzx dr  1—a2
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avec une fonctiorf (x) sur l'intervallez € [—1, 1] etm un entier. Nous pouvons
utiliser I'egalie

9p
dz? v dx

L' équation 173 est respéet par les fonctions asséeis de Legendrg)” (), qui
sont cefinies par lequation diférentielle

—— | P"(x) =0+ 1)P"(x) (174)

pour des valeuré entieres ave¢ > |m)|.
Résubstitutiont — cos 6 et multiplication avec I'exponentielle entrouvee au-
paravent nous donne les fonctions propre§/dé les harmoniques sphiques

Les facteurs de normalisation assurent que ces fonctiomis athonormales,
c’esta-dire

T 2w
// Y70, 0) sinfdpdd = 1
s 27‘(’0 0

// Y0, 0)YI (0, ¢) sinfdpdd = 0 pour £ # ¢

0 Jo

T 27 ,
// Y (0,0)Y," (0,p) sinfdpdd = 0 pour m#m' (176)
o Jo

Les preméres de ces fonctions sont

1

Y(0,0) =/ — 177
VL0, ) =4/ 43 cos 6 Y= (0 \/ — sm fe*'? (178)
T
0 ) :tl 15 +p

Y5 (0, 0) = 167r<3 cos’f — 1) Y; P sin 6 cos fe (179)

+2 5 . +02
Y5720, 0) = (| == sin? fe2? (180)

32T
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3.3.1 Lesvaleurs propres

Apres avoir dessim sclematiquement la solution deéfjuation du mouvement
rotatoire, il convient de regarder les valeurs propres @itudtail. Pour une valeur
de/ donrée, nous avonséhergie

R0+ 1)

Ero ==
' 21

(181)

pour toutes les valeurs possibles de
m=—L,—(+1,....0—1,¢

Chague niveau énergie est alor€ali€ pour2/ + 1 fonctions diferentes.

Pour des transitions entre deux niveaux adjacents (leesautoriées en spec-
troscopie optique, le photon ayant un momenétujue propre d’'une urét chan-
geant dond du syséme det1), nous avons alors

h?
AE, ot = Erot(0+ 1) — E.t(£) = ﬁ(% +2)=2hB({+1) (182)
Un spectre de rotation comporte alors des lignes éeuence s (correspondant
aux differences d&nergieAF = hv) égalesa2B, 4 B, 6 B etc. En observant une
série de lignes de rotation d’une néalule diatomique il est possible déduire
son moment d’inertie et donc la distance intragwollairer entre les noyaux.

3.3.2 Applicationa des atomes et le magle de Bohr

En discutant le rotateur nous avons en premier lieu @ansme mokcule diato-
mique. Cependant, le@me raisonnement peéittre applique au made de Bohr :
unélectron sur une orbite circulaire, avec un momdrien cefini par la condition
de Bohr|L| = nh, liant ainsi¢ etn. En utilisantr,, = n? a, du mockle de Bohr,
nous trouvons ainsi pourdhergie cigtique de Ielectron

2 2
_ |L,|? _ nh _h 12
TN omr? 2ma3n*  2ma3
ce qui donne avec
h2
al = 5
mee

I’ énergie obtenue auparavant.

En brisant par exemple par un champsexur la syngtrie splerique de I'atome,
les2¢+ 1 états diferents lesa uneénergiekl,, peuvenétre mis erevidence (effet
Zeeman).
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3.3.3 L?etL,

Nous avons vu que deux emateurs hermitiques, dont le commutateur est nul, ont
des fonctions propres communes. Les harmoniquesrgptesy;” sont fonctions
propres communes d’un épateur agissant syr et d’'un autre agissant sdret

©. Nous avons explicitement idenéfl'opérateui.?, et nous pouvonsérifier que
'opérateurL, s’exprime comme

L, = —zh(xg— 8) = —zh2 (183)

Regardons la&ivée par rappord ¢ :

9 _ o Ay o angeoss
dp  dedx dpdy T e o %,—/(pﬁy
y X
0 0
_ & .Y 184
o (184)

Avec la cefinition en coordonees caésienneséq. 167), nous pouvonsxifier
que le commutateUur.?, L] est nul, donc.? et L, ont des fonctions propres en
commun. En effet, nous avons

L*Y" = RHU+1)Y"
LY = mhY" (185)

3.3.4 Interprétation

En mécanique quantiquB est un vecteur de longuelir,/¢(¢ + 1) et sa projection
sur un axe: et la composanté.. La projection ne peut avoir que de valedrs:
en uniés deh avec|m| < (. La projection sur: ouy reste in@termiree.

Pour? — oo nous retrouvons le monde classigaesavoir un moment cétique
qui peut prendre n'importe quelle orientation dans I'egpac
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FIG. 12 — La projection sur I'axe et les orientations possibles d’un vecteur de
moment cirgtique. On ne peut&erminer simultament que la longueur du vec-
teur ((L?)) et sa projection sur I'axe ((L.)).

3.4 Comparaison des sysimes traites

Pour les trois sysimes traits nous avons obtenu des solutions bierediffites
guant aux fonctions propres et aux valeurs propres.

systéme badte oscillateur rotateur
potentiel 0 %kﬁ 0
coordonrees x x v, 0
valeurs propres 1, 2 hv(n+ %) w ((0+1)
PrOPIes g2 2) 271
difféerences ~ (2n+1) const. ~ ((+1)
ordre 10000cm! 1000cnt!  10cnt!
de grandeur leVv 0.1eVv 1 meV

TAB. 2 — Comparaison des ordres de grandeur desrdiftes niveaux énergie.
Les outils évelopes jusqua pesent nous permettront de les appliquer aux

systmes eels tels que des nm&xules inorganiques et de comprendre leur spec-
troscopie, en nous basant sur les effets essentiels.
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FIG. 13 — Comparaison dé&helles dénergie dans une situation d'une @alle
diatomique. Une excitatioglectronique passe d’'une courbe de poteati&utre.
Les deux courbes contiennent des niveaux vibrationnets&ionnels.
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4 x Opérateur moment citique

L'opérateur moment cigtique joue undle tres important en gcanique quantique, non
seulement dans les cas de la rotation d’'uneéuole diatomique et de tous les gyaes

soumisa un potentiel central, comme les atomes, pour lesquels il permet deiclass
états, mais aussi parce qu'il existe un momengtique intringque des particules, le
spin, qui n’a pas cequivalent classique.

4.1 x Expression des composantes de &mdeurL

En nécanique classique I'dyateur moment cigtiqueL est cefini par la relation :
L=rxp (186)

En mécanique quantique, il suffit de remplaaeet p par leur formes oprationnelles
pour obtenir I'expression de I'Grateur moment cigtique orbital :

T
r=11y p = —thV (187)
z
et o 5
L=—]y | x2h @ = —h z%—:ﬁ@ (188)
En coordonges carésiennes les composantes de &ogieurL sont donc :
0 0
L, = —h|ly=——2—
‘ (yaz Z@y)
0 0
L, = —h (za - x(‘)z)
0 0
L, = —hlz——y— 189
(a5 =) (189)

On noteraL? I'opérateur scalaireL.? = L3 + L + LZ.

4.2 x Relations de commutation

On peutétablir facilement les relations de commutation :
[Ly, Ly =1h L., [Ly, L.] =1hL,, [L, Ly| = hL,. (190)
Dans le cas de la preraie relation on a :

[Le,Ly] = LyLy—LyL,
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_ g2 l,0 0,0 0.9
- Yo:%0r Y9:79: “oy ox
0,0 .00 0.0

0o 0

L0
Z@xxﬁz Z@xy(?z

ooy T 0:Y8: T Tas"ay
= —h*{yz e —I—yg - ya—2 — 22 s + 2z e —yz o
0x0z Ox 022 Oxdy 0x0z 0x0z
+22 o +acya—2 —xﬁ —xz o }
Oxdy 022 oy OyOz
= —FLQ{yaax — x(;;} =hL, (191)

L’opérateur L? commute avec les composantedgen effet
L*Ly — Lo L? =L} + L}Ly + L?Ly — L3 — Lo L} — L, L? (192)
et
LiLy = LyLyL,—1hL,L,
Lfo, = LyL,Ly,+1hL.L, (193)

Des relations semblables peuveste obtenues avet?L, et L,L? qui une fois sub-
stituées dans I'expression d&?, L] permettent cétablir la demonstration. Donc :

[L?,L,] = [L* L,) = [L* L.] =0 (194)

4.3 x Hermiticité

L'opérateurL est un ograteur hermitique : en effet pour I'une quelconque de ses com-
posantes] . par exemple, on pe@tablir la relation d’hermiticié :

/U*Lzu drdydz = /(Lf’;v*)u dxdydz (195)

ou u etv sont des fonctions de ca@isommable.

/U*Lzu drdydz = —zh[/v*xdu drdydz — /v*ydu dxdydz]
dy dx
= —zh[/v*xu dxdz]™ +zh/x(

—Hh[/v yudydz]™

= /(L;v*)u dxdydz (196)

Les valeurs propres d&,, L, et L, sont donc éelles, de iame que celles de? qui est
lui aussi hermitique.
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4.4 x Géreralisation

On reserve le symbole au moment ciatique orbital,s au moment ciatique de spin. On
appellera ograteur moment cigtique, noé J tout ogerateur hermitique dont les compo-
santes satisfont les relations de commutation :

[Ty Jy] = 0] [y, J2] = b, [ ., J2] = ahJ, (197)

de plus:
[J2, T, = [J?, 0] = [J?, J.] =0 (198)

Nous allons ériver les valeur et vecteurs propres du rotateur rigidpartir de ces rela-
tions de commutation seules.
On c&finit les o@rateurs.J,. et.J_ par les relations suivantes :

Jp = Ju +1J, J_ = Jp —1J, (199)

Ces ojerateurs jouent undle semblable celui des oprateursa et a™ introduits pour
étudier I'oscillateur harmonique. Remarquons tout d'abord queet.J_ commutent avec
J?:

[J2, 4] = [J3 o] +4[J% 0] =0
[‘]27 J—] - [J27 Jx] - 7’[‘]27 Jy] =0 (200)
ce qui implique que sip) est une fonction propre dé* et J, :
T2l = clp)
Jzle) = alp) (201)

Ji|p) etJ_|¢) sontégalement fonctions propres dé avec la néme valeur propre.

PIile) = JiIPle) = cJilp)
PI-le) = J-JPlp) = cJ-|p) (202)

Cependant/J |p) et J_|p) sont fonctions propres dé,, mais avec des valeurs propres
differentes :

Jodile) = Jadile) +addyle)

hdyle) + Jod:|@) + hdole) +0dy | e) = (a+ ) J1|p)

o Tale) — 1l dyl) (203)
= hdylp) + Jud:l@) — holp) — 1y Jele) = (a —h)J-|p)

JJ_|p)

En répétantn fois I'action de.J ou de.J_ sur|y) on obtient les relationsé&rérales :

J. I ) = (a+nh)JY|@)
J2J"p) = (a — nh)J"|p) (204)
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4.4.1 x Commutateurs d&, et.J_

Les oferateursJ,. et.J_ satisfont les relations de commutation suivantes :

T L) = [Ju o] +2ldy, J.] = —ihd, — hJy = —hJ,
o, L) = [JuJ] —aldy, Jo]) = —ihd, + hJy = hJ_
T Jel = [Jay Ju] +2ldy, Ju] = B,
o Je] = [Jay Ju) —aldy, Ju] = —hJ,
Syl = oy Iyl +1ly, Jy] = oh):
- Jy] = [Ja, Jy] =2ldy, Jy] = 1hJ.
[T, T2 = [Ju, T + [y, T2 =0
[J_,J%] = [Ju, T} =[]y, J}] =0
[J+7J—] - _[ —7J+} = J+7JI _Z[']—‘r?']y] :2hJZ (205)
4.4.2 =« Autres relations utiles faisant intervenit, et.J_
On \érifiera que :
JoJ. = J2—J 4 hJ, (206)
J.J. = JP—J*—hJ, (207)

4.5 x Valeurs propres des @pateurs./, et .J?

Comme nous l'avonségnonté precedement sjp) est fonction propre deg/? et de /.,
J ) etJ|e), le sont aussi :

T2 T @) = cJ* T p) L @) = (a+ nh)J}|p)
J2J @) = eJ?J" ) J.J™| @) = (a — nh)J"|p) (208)

En substituant/? par ses expressions en fonction des produits @&afeurs.J,.J_ et
J_Jy déduites degquations (206) et (207) :

J2 = JJ-+J2—hJ,
J2 = J_J +J? R, (209)

on obtient poum = 0

Jle)y = (JeJ-+J2=hT.)|e) = (JiJ- +a® — ah)|p) = c|p)
= (J-Jy + 2+ N0L)|p) = (J-Jy +a® +ah)|p) = clp)  (210)

En multiplianta gauche par le brdy| il vient :

c = (p|JyJ_|@) +a® —ah
(plJ_Ji|p) + a* + ah (211)
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donc,

(c—a*+ah) = (p|lJ1J-|p)
(c—a*—ah) = (p|lJ-Ji|p) (212)

J; et J_ étant complexes conjugs I'un de l'autre, il en est de @me pourJ_|y) et
(p]J4+ d'une part et/ |p) et (p|J_ d'autre part et les produits scalairgs|JJ_|p) et
(p|J_J+|p) sont positifs ou nuls ce qui conduits aukgalites :

(c —a* +ah) >0, (c—a*—ah) >0 (213)

Ces iregalites impliquent qu'il existe une valeur maximalk, de la valeur proprez de
fagona satisfaire(c — a? — ah) > 0 poura > 0 et une valeur minimale3, poura < 0.
Ces valeurs propres correspondent aux fonctions proptgs et [z) :

J|a) = Ala)
J.lYp) = Blp) (214)

A étant la plus grande eB la plus petite valeur propre

Jeltba) = J_|iop) =0 (215)

Si les relations ci-dessus &taient pas satisfaites, alors il existerait une valeur propre
superieurea A et une valeur propre igrieurea B ce qui est contraire aux ggalites de
I'équation (213). Ces relations impliquegdalement :

c—A*—Ah = 0
c—B*4+Bh = ¢—B*—|Blh=0 (216)

ce qui entrédne B = — A. Le spectre des valeurs propres est donc
—A —-A+h,—-A+2h,...,A—2h,A—h,A (217)

et
24 = Nh (218)

ou N est un entier. |l existe deux types de valeurs propres selorVgest pair ou impair
Dans le premier casv = 2/ et A = ¢h. On a la suite de valeurs propres :

th,(—0+ 1)h,...,—h,0,h,... th (219)
Danslesecondca¥ =2m+1etAd = (m+ %)h. La squence des valeurs propres est :

1 1.1 1
- =)h,...,—<h,-h,... —)h 220
(mt ) =S S (ot 3) (220)
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Pour calculer les valeurs propres correspondantes/d@n utilisera la relation

h h?
A=—"—c+—
7 ‘7

c= A%+ Ah = A(A+h) (221)

Dans le cas de la preraie €rie de valeurs propres contenant 0 et dont le moment orbital
L est un exemple physique

c=L(0+1)h? (222)
Dans I'autre cas auquel correspond par exemple le gbéttronique
1 3..9
c= (m+§)(m+§)h (223)
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5 Latome d’hydrogene et les ions hydrognaddes

Les atomes hydranddes sont constitts d’'un noyau de chargeZe et de masse
My et d’'un électron de masse: et de charge-e. Ces deux particules exercent
I'une sur I'autre un potentiel coulombiegléctrostatique) attractif

Ze?

v=-"" (224)
r

ou r est la distance dedlectron au noyau. Nous avons mis le factéwe, a 1
(voir chapitre 1.6). Lhamiltonie&lectronique du sy8tne est :

. 72 Ze?
H=_-2v2i29 (225)
2u r
avec la masseeduité®
MMy, Me
M:zml—) (226)
(e + mp) ( mp

La correctionm, /m,, est de I'ordre de 1/2000 pour 'atome d’hydeote.

5.1 Expressionde I'oferateur laplacien en coordonrees spkriques

Le potentiel est fonction de la seule variablal est donc avantageux de travailler
dans un systme de coordorées @ r est une variable explicite. On choisit donc
le syseme des coordorees spbriquesr, 6, ¢ ou :

10 0 1 0 0 1 o?
2_ - Y2 — (a _— _—
V= r2 Or (r aor * r2 sin 6 00 <Sm089> * r2 sin? 0 Oy? (227)
On rapprochera la partie angulaire de cetrapeur de I'expression dé?
A 1 0 0 1 02
2 2 e e -
L7==h [sin& 89(Sm680) + sin? 6 8@2] (228)
Ce qui permet dcrire I'hamiltonien complet comme
- (0 20 1 o
H = o (W + rar) +V(r)+ 2WQL (229)

Exercice: vérifier que
19,,0, & 20

2o o) T ar T rar

N
. L 1 1 .
Opour N particules la masséduite se calcule comme = E —, ce qui donne pour deux
‘ m;
=1

particules la formul&noné&e.
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5.2 Reésolution de I'equation de Schidinger électronique

Puisque la prengire partie de I'hamiltonien n'agit que sur la variablde com-
mutateur[H, L?] vaut Zro, etH, L? et L. ont donc des fonctions propres en
commun.

Les fonctions propres dB? et deL, sont les harmoniques sphiques (voir cha-
pitre 3.3). Il reste alora chercher la partiegpendante de pour assembler des
fonctions¥(r, 0, ), fonctions propres aux trois épateurs.

U(r,0,¢) = [¥) = R(r) Y™ (6, ¢) (230)

Nous pouvongcrire ainsi

H|V) = E|¥)
LAWY = R0+ 1)|D)
L.|®) = mh|P) (231)

L'application de la partiel?/(2,:r2) de 'hamiltonien sur la fonction d’ond@
remplace I'oerateur par sa valeur propké/(¢ + 1)/(2u %), ce qui nous agne
apes division del parY,™ a une seuléquation en pour la partie radiald?,(r)
en fonction d¢

l 02 20 Ll+1) 2uZe® 2uE

o e e o o =0 (@32)

Les solutions satisfaisantes sont celles pour lesquéhesdrale de? R%(r) reste
finie, étant doné queV doit étre norng, c’esta-dire

1 = / w24V
= /000 /OTr /027T |U(r, ¢, 0)|* r? sin @ dpdddr
-/ T2 | Ry(r) | dr (233)
On utilise la fonction interr@diaire u,(r)
up(r) = rRy(r) (234)

qui permet déliminer le terme du premier ordre dangtuation diférentielle

" 2 Ze?  RAH(+1)
O e e IR o
al'aide de l'identie
02 wuy(r) O ug(r) 0
"oty +28T ro 87"2“6(7“) (230)
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Exercice: déemontrer le passage deeljuation (232p I'équation (235).
Quandr — oo I’ équation diférentielle tend vers
2uF
uy (1) + % u(r) =0 (237)

etu,(r) tend vers

h
Suivant le signe dé& on a deux cas possibles

1. E est positif
V20 E|
up(r) = exp | o+——r (239)

ug(r) = exp (:l:z Z'UET> (238)

h

u(r) décrit dans ce cas une onde de valeur absolue 1 pourtpdbnc
un €lectron libre. Cette fonction ne peétre nornéea 1, et ne pesente
donc pas uretat stationnaire de Equation de Sclidinger incependante
du temps.

2. F estregatif

ue(r) = exp (i . 2”|E|r) (240)

h

seule I'exponentielle&troissante est physique car l'agrale

/OOO uZ(r) dr

devient infini pour I'exponentielle croissante.
Dans ce dernier casH négatif) on doit faire un ajustement. On posera

V20lEl (241)

p=—p

et I'on exprimerau,(p) sous forme d’un produit

ue(p) =y(p)e™” (242)
Aprés simplification paexp (—p), il vient
A (0 +1
y”—2y’+(p— <p_g )>y:0 (243)
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avec
B Ze* [2u
- hoVIE|
Pour la limitep — 0 le terme proportionneh p~2 est dominant, ce qui aéme par
p*y" — 00+ 1)y =0alaforme

y(p) — p (245)

y est ensuite evelop@ en €rie dep

(244)

[e.9]

y= Y a.p’ (246)

s=l+1

et I'eéquation diférentielle devient

o0

S [(s(s +1) = 0+ D)agy + (A= 2s)a,] p L =0 (247)
s=0+1
qui doit étre \erifiee pour toute valeur de. Ceci implique que pour chaque puis-
sances dep le facteur(s(s + 1) — (¢ + 1))as41 + (A — 2s)a, est £ro, ce qui
conduita une relation deé&currence entre les coefficients

2s — A
Qg = Qg
T s+ 1) =0+ 1)
Si I'on a un nombre fini de termeg, est un polydme dont le produit par
exp(—p) — 0 quandr — oo. Par contre, si 'on a une &ie infinie, alors

y — exp 2p, puisque pous > [ ets > A, nous obtenong,,; ~ 2a,/(s + 1)
ou bien la &rie

(248)

Z (2p)° .y

— sl

donc
ug(p) = e*Pe? = ef (249)

ce qui n’est plus irggrable. Pour avoir une solution physique, on doit avoir oA p
lyndme donca partir d’un indicen donrg, les coefficients,, 1, a,,» . . . doivent
étre identiguement nuls, ce qui implique

A=2n (250)

avecn entier. Tous les coefficients avecs > n disparaissent ainsi.

L’ énergie E, proportionnellea 1/4%, ne peut donc prendre que des valeurs
discretes, le spectre des valeurs propres est discrenetyie est quantée.

Z%ety B 7Z?

~Z Ry (251)

E=_2°F_
2h2n2 n?
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avec la constante de Rydberg (env. 13.6 eV ou 109770)rha fonction d’onde
compkte de I'atome d’hydragne est alors

Zr\* _ Zr
Uoom (1, 0,0) = Ny () Yim (0, p) e ™0 x polynéme en r (252)
)

Le polyrome est de@gen — [ — 1. Ces polyidmes sont leséativees d’ordre/ +
zZr . -
1 des polytbmes de Laguerré,, ., (2) Ces polydmesLy(x) sont cefinis
na
comme solutions deé&quation dlférentlelle

zy'+(1—x)y +ky =0 (253)
La constantey, est une longueur e&dinit 'unité de mesure de:

n’ 5
a = — = 0.529177 249 A = 1Bohr
me
1 Bohr est 1 uné atomique de longueur.
Les conditions sur les nombres quantiqueéetm donnent la multitude destats
possibles d’'un atome d’hydrege :

n = 1,2 3, ... nombre principal
¢ = 0,1,2,...n—1 nombre secondaire
m = —4 ...,0, ... ¢ nombre magnétique (254)

Pour chaqué il y a 2/ + 1 valeurs possibles de, et alorsy"}—; (2¢ + 1) = n?
états de rameénergie.
La condition de normalisation &trit

1 - ///‘\I/nlm(‘rvy7z)’2 dxdydz

oo pm 2T
= / / / nlm(r 67 90)|2 7% sin 6 drdﬁdgp
2m
= /0 |7 Ru(r)[* dr / / Yim(0,0)|* sin 0 dfdy

= /Ow I Ryu(r)|? dr (255)

ce qui permet deé&finir une densé de probabili# radialeD(r) par
D(r) = |r Ry(r)? (256)
qui s’integre sur toutes les valeurs det donne 1.
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FIG. 14 — La dens# radiale des diffrentsetats de I'atome d’hydrame

Pour le moeéle de Bohr le rayon d’une couche (taille de I'atoratgit bien @fini
en supposant quedlectron suit des trajectoires circulaires autour de traoCeci
n’est plus le cas pour une distribution de demsié probabilé de pésence conti-
nue, il convient alors dedinir la taille d’'un atome d’hydrogne dans uretat

caracéris par ses nombre quantiques’ etm par la moyenne de I'Ggrateurr :

<T'A> = <\Ijnlm‘7ﬁ|\pnlm> 5
= / 3 R%,(r)dr = %ao (l —I—; (1 — E“t”)) (257)
0 n

Le résultat se situe alors entre 1.5 fois ésultat du moéle de Bohr { = 0) et

1+ (3n —2)/(2n*) — 1 pour la valeur maximale — 1 de/.

Sans un axe pféerentiel (atome libre dans uetat dénergie £,, et moment
cinétiquel bien cefinis) toutes les valeurs de (projection sur I'axe: du moment
cinétique) sont adopes avec une probabéiidentique. La dengtde probabilie
de cetétat sans axe privelgié est donc la superposition des degsite probabilé

de pésence destats de ramen et/ :

4
IO(T,Q,QO) - Z |\Ilnlm(rag7§0)|2

m=—/
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20+ 1
47

y4
= R4Y(r) Y Yinl0,9) = Ri(r)

m=—/{

(258)

Cette superposition deegend plus des anglést , I'atome libre est donc par-
faitement sphrique. L'identié

20+1

¢
Yim (0, 0)|* =
Z ’ lm( 7@>| 47T

m=—/{

se trouve dans la lérature sous le nom de ‘@beme d'Un$ld”.1! Comme
exemple nous pouvons regarder les fonctipngui sont @finies par = 1 :

7 sin @ cos ¢ .
_Zr R
rsinfsing p x e "o x Polynome en r
rcos 6

qui correspondent aux fonctiong,, np, etnp,. Les parties angulaires sont ainsi
x/r,y/r etz/r, ce qui donne pour la sommeéd). (258)

.CE2 y2 2,2

ptete =l

indépendante dé et .

1A, Unsbld, Ann.Phys.387(1927) 355
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6 Atomes polyelectroniques
6.1 GCeénéralités

Depuis 1867 le tablealgpiodique de Mendeleiev est connu, bien avant la connais-
sance de Bquation de Sclkidinger. On y trouve desgpiodes

H - He 2éléments
Li — Ne 8élements
Na - Kr 8élements
K — Ar 18¢&léments
Rb - Xe 18elements
Cs - Rn 3Zlements

Le mockle de Bohr donne des niveauxédergie en fonction de, mais pas le
nombre délectrons de chaque sous-niveaux que peut contenir ununiveohr,
pour parvenir aux longueurs deérppdes obseies, propose en 1922 la reparti-
tion suivante en sous-couches
2 8 18 32
2 4+4 6+6+6 8+8+8+8
Stoner donne en 1924 (encore avaetjliation de Sclkdinger 1926) une autre
décomposition desgrioded?
2 8 18 32
2 2+6 2+6+10 2+6+10+14
Pauli utilise les niveaux de I'atome d’hydreige et constate qu’en mettant 2
électrons dans chaque sous-niveau (2 dans une ceudhédans une couche
...), On obtient la 8quence correcte de&nodes. Nanmoins, il n’explique pas
encore pourquoi il faut deuglectrons — il parle de I'ambigité de Ielectron”.
On introduit un €me nombre quantique,, en supposant que chaqakectron
dans un atome porte une combinaison unique des 4 nombresn et my, le
dernier ne pouvant posder que 2 valeurs défentes.

| aimant |
Ag //
four | aimant \\B

FIG. 15 — L'experience de Stern et Gerlach

L'expérience de Stern et Gerlach avec des atomes neutres d’ét§2a) mettait
en évidence les deuxérlisation de ce nombre quantique : les atomes traversent

12E, C. StonerPhil.Mag,48 (1924) 719
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un champ maggtiqgue inhomogne et arrivent sur uacran dans deux endroits
distincts. Leur moment mag@tique /i, qui interagit avec les champ magjigue

B parE = —i - B donne lieua une force par le gradient du champ en direc-
tion z par F = —VE = u.(dB/dz). Puisqu’on n'observe que deugwations
differentes;.. ne peut avoir que deux valeurs. Le moment néigue |€ a /i est
alors incompatible avec le moment angulaire akeatier, qui produit un nombre
impair 2¢ + 1 d’orientations par le nombre quantique La solution est dorge

en mettant le moment qui@e le moment maggtique de [Electrona 1/2, le spin.
Nous arrivons ainsi au metk des cases quantiques :

HnEnEEEREREEEEEEEEE

1s 2s 2p 3s 3p 3d

FIG. 16 — Le moeéle des cases quantiques

et le tableau priodique est@ali® en remplissant les cases, par éiestrons, une
par une dans un ordre dogren ne mettant au maximum quélctrons de spin
oppo£ dans une case (principe de Pauli).

6.2 Approche quantique

Pour l'opérateur hamiltonien d’'un sy&mnea plusieursélectrons %), I'énergie
cinétique et I'attraction avec le noyau de cha@lectron doivent y figurer, ainsi
que la Epulsion entre leslectrons :

(e () E g

i=1 "7 i=1 j=i+1

1
|7 — 7

Tj

(259)

Cet Hamiltonien agit sur une fonction d’onde, qui est fonttites coordonees
spatiales et de spin de chacglectron

\I/(Fhfg,...,Fn,Sl,SQ,...,Sn) (260)

gue nous ne connaissons pas. Notons que seuls les coéetoapatiales sont
présentes dans I’lhamiltonien, le spin n"appapas dans I'oprateur.
L’ énergie et la fonction d’'ondé& sont donges par la solution dedguation de
Schibdinger :

H|U) = E|T) (261)

Cette solution n’est pas connue pour plus dalectron. Mais nous connaissons
une proprete dev, lieea la synetrie sousgchange de particules, que nous allons
regarder tout de suite :
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Puisque leslectrons sont des particuléementaires de spin demi-entier (des
fermions en honneur d’Enrico Fermi), dealectrons de @me spin ne peuvent
pas occuper le Bme endroit dans I'espace. Ce principe fondamental peat
respect si 'on demande que la fonction d’'onde change de signe soéshange
de deuxélectrons :

\I/((Fh 81), (7?27 82), .. ) = —\Ij((’f_’é, 82), (7?1, 81), .. ) (262)

La densié €lectronique pour un sy&inea plusieurglectrons est une fonction de
7. Dans n’importe quel endroit on trouve une demgle probabilé de pésence
d’un électron (parmi les électrons du sysme) :

o) = [ [ WER )Pl d (263)
—_—

3n—3 intégrales

L'int égration est effecke sur les coordo@es den — 1 électrons, laissant ainsi
3 coordonges libres. Lingégration sur ces 3 degries coordonges donne le
nombre total celectronsy, puisque la fonction d’'onde est noee

6.2.1 Systmesa deuxélectrons

Pour 2électrons (par exemple, I'atome @lum) une fonction de la forme

(7, 81,79, 82) = @(7)p(7%) \}5 [a(s1)B(s2) — a(s2)B3(s1)]
= (I)S(Fl,FQ) X @A(S1, 52) (264)

satisfait au changement de signe lors daaihange des dewdlectronsa(s;) et
B(s2) désignent ici des fonctions de spin, indiqua@lettron 1 a un spin diérent
d’électron 2".¢5 et © 4 sont les parties d’espace et de spin (&figue et an-
tisymeétrique) de la fonctions d’ondé&. Souséchange simulta@de position et
de spin des deurlectrons, la fonction d’'onde change de signe : la partie spa
tiale ¢(71)¢(7) reste invariante, mais la partie des spin change de signgs No
échangeons les position$ < 75 et les spins de€lectronsa(s;)f(s2) <«
a(s9)B(s1) = B(s1)a(sy) simultarement. Le facteut /+/2 donne la normalisa-
tion pour la fonction de sping + Sa :

(©4104) = S{af=£Balap =+ Ba)

N — DN~

{aflaf) £2 (af|fa) + (Balfa) [ =1 (265)
=1 =0 =1
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L' énergie totale se calcule comme
(PsOA|H|PsOL) = (Ps|H|Ps) X (04]04) = (Ds|H|Ds) (266)

puisque le Hamiltonien n’agit pas sur les fonctions de spinsicerees norrges.

Si les deuxélectrons ne se trouvent pas dans lamnme orbitale spatiale(r),
mais dans deux orbitales déffentes, on peut toujours construire une combinai-
son syngtrique par

D7y, ) = \}5[¢1(F1)¢2(F2)+¢1(F2)¢2(F1)} (267)

avec le néme facteur de normalisatidm\/i La fonction d’onde est alors comme
avant

\11](771751,7?2782) = Og(7,72) X O4(s1,52)
2

[91(71)P2(72) + ¢1(72)P2(71)] [a(s1)B(s2) — als2)B(s1)] (268)

Nous avons ajoétun index!, puisqu'avec les @mes orbitales spatiales et fonc-
tions de spin on peut construire une autre fonction, angsgique dans I'espace
et synetrique dans le spin :

U, 81,70, 82) = [01(71)d2(7s) — da(71) 1 ()] aus1)a(ss)
= CI)A(_LFQ) X @S(Sla 82) (269)

dont la partie spatiale change de signe secizange des dewectrons, mais la
partie spin reste invariante.

Deux autres fonctions sy&triques de spin sont possibles, qui nougaenta trois
fonctions d’onde de de @meénergie totale :

1
a(s1)a(sz) 7 (a(s1)B(s2) + B(s1)(s2)) B(s1)B(s2)
d'apres
(D4O4|H|DAOg) = (BA|H|D ) x (Og]Og) = (BA|H|D4) (270)

Ces deux fonction®! et ¥// sont ctja une approximatioa la fonction d’'onde
exacte, car elles ne contiennent pas un terme dans la disitaecelectronique
71 — 5. NOUS avons pris comme essai un produit de deux “orbitatgs’sont des
fonctions qui ne dpendent que des coord@as spatiales d’un segllectron, sans
aucune information de I'emplacement de I'autectron.
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6.2.2 Au deh de 2électrons

Le principe du changement de signe de la fonction d’ondedertéchange de
deuxélectrons (position et spin simul@ment) ne permet plus dégarer la fonc-
tion d’'onde en une partie d’espace et une partie de spingpeiaous devrions
respecter simulta@ment les ®galies

\I/<X1,X2,X3) - _\II(X27X17X3) - —\I/(X17X37X2)
= U(xy,Xx3,%x1) = U(x3,X1,X2) = —V(x3,X2,X1) (271)

(les coordonéesx; désignent les coordoges de I'espace et de spin ensemble :
x; = (73, s;) ). En 1929 Slater propose d'utiliser déterminant

1 ¢1(F1)01(81) Ce le(Fn)O'l(Sn)

U(Fy o Py S1 e Sp) = —— : : (272)
vnl On(T1)on(s1) oo On(Tn)on(sn)

Les fonctionsp; () sont appedes “orbitales” pour @signer |etendu spatiale de la
probabilié de pésence d’uiglectron (le cag ¢? (') donnera cela), et les fonctions
o(s) sont des fonctions de spin, qui peuvent prendre 2 valeues §, m, = 1/2

ou —1/2). Il faut bien noter qu’avec cetiecriture le spin est ass@a I'orbitale ,

en en faisant unspin-orbitale.

Les regles de calcul de&derminants font

— que l'echange de 2lectrons, qui corresporalI'échange de 2 colonnes de la
matrice, entrine un changement de signe pour la fonction d'onde ;

— que dewelectrons de @me spin ne peuvent pas occuper Emne endroit dans
'espace — la matrice aura 2 colonn&gales et la valeur dueterminant sera
nul;

— que les orbitales spatiales de deébectrons de mme spin doiventetre
egalement diffrentes, ce qui correspoada gle de ne pas occuper une case
guantique par deu&lectrons de @me spin.

Essayons le calcul dietkerminant avec 2lectrons dans une seule orbitale spatiale

¢(r) -

\P(FlaF27sl782) -

o(1)o(2) (a(s1)B(s2) — B(s1)a(sz)) (273)
ce qui revientieq. (264). Le dterminant sera netpar la suitel (7, 7, s1, 52) =
|pp) dans la notation de Dirac. L'absence o@gence d'un trait sur I'orbitale
spatiale indique sa partie spinou /.
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Notons par ailleurs, que notre fonctial? impliquant deux orbitales spatiales
differentes et deux spins diffentes ne peut padtre écrite comme simple
déeterminant de Slater. En partant de nos deux foncbigh 4 et® 4O du chapitre
précedent, nous pouvorerire :

Ds(71,7)Oal51,52) = 3 [D16s + dun] [ — ol

= S [016:08 — dat1fa — biafia + bara]
1 < 1 6i(1)a(1) ¢1<2>a<2>‘_ 1 i (1)B(1) ¢1<2>5<2>D

V2 \v2102(1)B(1)  ¢2(2)B(2) 1 V2 lde(1)a(l) ¢2(2)a(2)
= \}g (|¢1¢2>—!¢1¢z>):j§ (I6162) + [d201)) (274)

ce qui nous amnea une fonction d’'onda plusieurs @terminants.

6.2.3 Principe variationnel

La forme explicite des orbitales est encore inconnue. On genc commencer
avec une orbitale d’essail (\) paranétree par\, et on calcule Energie assoéee
en fonction de ces parartres

Eg(N) = (P H[T(N))

Notre fonction d’essai ne satisfaiilement pas &quation de Sclidingerd ¥ =

E V¥ et sera donc compée du vraiétat fondamental et destats exciés. Son
énergie est alors toujours fneurea I'énergie exacte. Par minimisation par rap-
port aux parardtres\ on peut ardliorer la fonction d'onde — on esfisde ne
jamais @passer Bnergie de Btat fondamental.

Cette proédure d’optimisation avec I'hnamiltonien p@lectronique et un seul
determinant est noménHartree-Fock (d’ags Hartree et Fock qui I'ont propes
indéependemment en 1930).

Dans les exercices nous rencontrons 'optimisation d’un parangtre A pour
I'orbitale 1s hydrogendde pour I'atome de &lium. Hylleraa$® a calcué en 1928
I énergie totale d’un atome lium avec grande prision en utilisant I'approche

(i, i) = Nentr) (1 + |7 — Pl + v |7 — T+ 8| — 7o
+e(ri+19) +C(r1 + 7“2)2) (275)

avec les parasgtresa, 3, . . ., C.
BBE. A. HylleraasZ.Phys. 48 (1928) 469
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6.3 Simplification : le modele de Slater (1930)

Apres avoir vu le traitement quantique et 'impossikilde trouver une solution
exacte, on cherche une solution app&ehlLa prengre approximation consiste
en un moeéleaélectrons inédpendants. La difficldtliee au couplage désectrons
sera absoie dans un jeu de paraines, et [lenergie totale est la somme de contri-
butions individuelles des défentstlectrons :

Eior = Z E; (276)
i=1

Ces contributions sont obtenues en faisant I'hypsthqu’unélectron dans un
atome, @crit par un ensemble de nombres quantigugé et m, “ressent” les
autreselectrons entre celui-ci et le noyau. La charge effectivemessentie par
cet électron devient la charge du noyau diméeupar la pgsence moyenne des
autreselectrons qui possient une valeur de égale ou inérieure.

Le Z du noyau devient alors un Z effectif{) :

Zz* = Z—ZUU
J

avec des paraétres décrantager;;. En utilisant les valeurs egpimentales, Sla-
tert4 propose 4 paragatres diferents :

) ] Oij

1s 1s 0.31

Mop  Tsp } 0.35

nq nq

ngy (n—1)gpa 0.85
sinon 1

L’ énergie assoeea une orbitale seradnhergie d'un hydrogndde avec nhombre
principaln et coeur ionique de chargé” :

Z\?
s - o ()

n

avec la constante de RydbeRy = —13.6eV.

Comme exemple I'atome d’aluminium (Z=13, configurat@eactronique s?2s22p°3s23p!)
peut nous servir :

Lesénergies sont expriges ici en unés atomiquesl(u.a = 2 Ry = 27.21eV);

I’ énergie totale s’obtient en sommant toutes les contribstiodividuelles :

Eistar = 2% E15+ 8 X Eagp + 3 X Esgp
14]. C. SlaterPhys.Rev.36 (1930) 57
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couche calcul Z*  E;=-05(Z;/n;)?

1s 13 -0.31 12.69 —80.52
2sp 13 -2 x0.85—7x0.35 8.85 -9.79
3sp 13-2x1-8x08-2x0.35 3.50 —0.68

= —2x80.52—-8x979—3x0.68=-2414ua (277)

Pour des couches avec> 3 le mockle recessite une adaptation pour donner des
résultats proches de I'egpence : len est remplaé par um effectif n* suivant

n 1 2 3 4 5 6
n* 1 2 3 3,7 4 4.2

Les orbitales sont expriees par les fonctions radiales

o(r; Z*,n*) = Nr™ ~le e (278)

et lesY,.(0, p). Contrairement aux fonctions de I'atome d’hydeog il n'y a
plus de noeuds dans ces fonctions radiales. Ceci permet cldezahisement le
maximum de la dengtradiale d’une orbitale :

n* 2
Tmaz = <Z*> Qo

ce qui correspond au rayon d'un siste hydrogndde de charge nuehire Z*
pris dans sotatn*.

6.3.1 Que peut-on calculer avec le made de Slater ?

Stabilité de configurations diferentes: pour lesélementsd (Sc — Zn par
exemple) la configurationts?3d"~2 est plus stable que les configurations
4573d"1) et 45°3d". Ceci est illuste dans I'exemple de I'atome de Ti (Z=22)
pour lequel nous avonsé&ectrons dans les orbitalds ou 3d (Energies en u.a.).
Le calcul de Ienergie totale des défentes configurationséne au tableau sui-
vant, dessi@également en figure 17 :

couche 4s23d? 4533 4593d*

7 3.15 2.65 —
Zi, 3.65 3.30 2.95
Ey, —036 —0.26 —
Fsq —0.74 —0.61 -0.48
Fi.;  —842.64 —84251 —842.37

On voit alors la egle de Klechkowskia savoir que le remplissage de la couche 4s
est avantageux par rapp@ria couche 3d. Pourtantghergie de I'orbitale 3d est
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Slater model (Ti, Z=22)

- *
—+ (TR

H—

Ti+ (d2s1) Ti(d2s2) Ti (d3sl) Ti (d4s0)
E(rel) 7.55eV 0.000 3.63eV 7.37eV

Fic. 17 — Stabilie de configurations di#frentes en eV, par rappaitla confi-
guration de letat fondamental3d?4s2. Les énergies des orbitale€gendent de
I'occupation, ce qui montre l'inclusion implicite de lapulsionélectronélectron
dans le modle de Slater.

toujours plus basse que celle de l'orbitale 4s. Ce n’est plugelgie de 'orbitale
qui compte, mais Energie totale de la configuration. En outre, éeergies des
orbitales @pendent du remplissage, nous n'avons pluséfesgies fixes pour
les orbitales comme dans I'atome d’hydeéog. L'interaction entre leslectrons
(absente pour I'hydraene) entre ici en jeu.

Notons que la&gle de Klechkowski confitades exceptions, par exemple dans la
premere €rie desléments de transition

3d' | 3d? | 3d3 | 3d* | 3d° | 3d® | 3d" | 3d® | 3d° | 3d°

4 | Sc | Ti | V Mn | Fe | Co| Ni Zn
45t Cr Cu
4sY

et dans la deugime €rie
Ad | 4d? | 4d® | 4d* | 4d® | 4dS | 4d7 | 4dB | 4d° | 4d*°

552 | Y | Zr Cd
5st Nb | Mo | Tc | Ru | Rh Ag
5sY Pd

ou il y a plus d’exceptions que d’atomes respectant cetier Pour leglementsf

nous avons par exemple Pa (Z=91) et U (Z=92) avec les configns#d'5 f? et
6d'5 f2 avec plusieurs couches ouvertes, ce qui rend les actimtbesssants pour

la chimie. Sans coniitae le couplage des spins nous ne pouvons jamais retrouver
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ces exceptiona la egle de Klechkowski, puisque le spin est coatpinent absent
du moctle de Slater.

Energie d’ionisation : uneénergie d’ionisation estadinie par
EI — Eion - Eneutre

Pour I'energie de prerare ionisation Electron le moins & est arrach du corége
électronique, avec le nombre principal le paisveé.

Photon
ou électron
(]
=
Photon X
lonisation d'une Relaxation de la lacune
couche interne par émission X

FIG. 18 — Au deh de la prengre ionisation on pe@galement arracher @hectron
interne. La éorganisation deslectrons dans cet ion dans &tat hautement exéit
donne lieual’émission de rayons X.

Prenons encore I'exemple de Ti : pour calcul&@nkrgie d’ionisation il suffit de
ne regarder que la couche, les autre®tant inchanges lors de I'ionisation. Nous
trouvons unz* de 3.15 (neutre) et 3.50 (ion).&nergie d’ionisation est doée
par

, 3.50% — 2 x 3.152
_ 0M neutre __ —
Er = EJ" —2 x EYS = —Ry 502 = 7.55eV
bien comparabla la valeur exprimentale de 6,82 eV.
Un autre exemple d’ionisation est la productionrdgons X : un électron de

hauteénergie est env@sur un natal, dans lequel il ionise un atorégctant un
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FiG. 19 — Scléma d’'un tubea rayons X. Lestlectrons, lilerés par chauffage
(courant iagauche) d’'un fil ratallique et aceléres par un potentiel V irradient un
métal et provoquent un rayonnement X.

électron d’une couche profonde, par exemple 1s. Puéeatron de la couche 2p
vient combler la lacune ainsi@e enémettant un rayonnement X (un photon).

La transition 2p— 1s est appedle la raie K. Kz correspondh une transition 3p

— 1s, etc., et les raies 3p 2s portent le nom L, puis M, etc. Pour I'atome de

titane la raie ex@rimentale K, se trouvea 4505eV et 4510 eVéglatement par

couplage spin-orbite). Calculons leéme transition avec le mete de Slater en
comparant I'ion avec uglectron 1s manquant et I'ion sans&lectron 2p :

couche Ti(1s) Ti"(2p)

Er, —242.0 -2352
By,  —437 —414
Fsyp ~77  -75
Fsq 12 12
Eus —06  —0.6
F..  —656.71 —823.75

L’ énergie de l'orbitalels du premier ion est de-242 u.a., et une image ifa
calculerait la diference comme “on gagne un 1s, et on donne un 2p, donc
—242.0 + 41.2 = —201u.a.= 5456eV”, ce qui n'est pas &s peécis. En tenant
compte de la relaxation dé&mergies par la diffrence des occupations, on trouve
une difference de 167.05u.a. = 4545 eV, qui négante qu’un erreur d’environ

un pourcent par rappoét|’expéerience.
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Affinit és €électroniques: I'affinité électronique correspond au processus-

e- — A”
AE. = Eneutre o Eanion
En chimie on conriales ions Ct, F~ et Br, et moins connu, maiégalement

stables I'anion H et les anions des @taux alcalins entre autres. Regardons les 4
exemples suivants

atome A.E. [neutre Eanion A.E.
(exp.,eneV) (enu.a.) (enu.a.) (calc.,eneV)

H 0.754 —-0.500 —-0.476 <0

F 3.399 —99.176 —99.039 <0

Cl 3.615 —458.15 —458.37 5.99

Br 3.364 —2527.15 —2527.74 16.05

Le mockle de Slater est inutilisable pour calculer les affisélectroniques. Par
ailleurs, les anions ne sont pas seulement un problpour le moele de Slater,
méme les modles plus sophistiges de la chimie tborique recessitent enagéral
beaucoup plus d’attention pour calculer des anions quetdesea ou matcules
neutres ou positivement ch&es.

Taille des atomes, rayon covalent La taille de 'orbitale peugtre estinke en
recherchant le maximum de la degsiadiale :

*

Dyag(r) = r*R%(r) = N** exp [—2—r]
n

La dérivee de cette expression s’annule pout 0 etr = r,, avec

_ (n*)Q
VA

™m =

On trouve alors la relation connue du nébelde Bohr, quadratique eri et inver-
sement proportionnél la charge nuélaire effectiveZ* (voir €q. 28). Ceci permet
par exemple d’estimer la masse volumique d’@sgau dense d’un cristal ionique
ou d'un rétal.

Nous pouvons comparer les rayons d’orbitales obtenus peatlanl Hartree-Fock
(optimisation d’un seul &erminant avec I'hamiltonien exact, voir chapitre 6.2.3)
et le moetle de Slater.
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Atome de Be (1s2 2s2)

T T
§ —— 1s (Hartree—Fock)
& | —— 2s (Hartree—Fock) ]
N total (Hartree—Fock)
p — modele de Slater
E - -
°
e
2
‘©
c B .
[}
©
O 1 1
0 1 2 3

r (Angstrom)

Nous voyons ainsi que le mekk de Slater dans sa simpl&iteproduit relative-
ment bien la structure des couches atomiques et non seulel@e@nergies. Il

faut neanmoins garder enémoire que ce made donne desésultats qualitati-
vement correctes, mais que souvent un calcul plus compbgtiecessaire pour
des Esultats de g@cision spectroscopique.
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6.3.2 Sysemes polglectroniques et o@rateurs de spin total

Pour un systmean particules on dfinit le moment de spin total en sommant les
spins de toutes les particules

30 S,
S=5s50=%" ( 50 ) = S, (279)
i i 5O S,
on cefinit également les dateurss?, S, et S_
S = 52482+ 52
§+ = S, + ZS’y
S. = S,—1S, (280)

Nous connaissons l'action des premiers deux sur une fondgospin ésigree
par©(S, Mg) comme.
S29(S, Mg) = S(S+1)h*6(S, My)
5.0(S,Mg) = MshO(S, Ms)
(281)
Nous avon alors pa$, S_ = 52 + 52 — i (ngy — 5@&) et—i2 = +1
S.S. = S*-S2+hS, (282)
d’apres les égles des commutateurs pour moments anguléstess, | = iiS..
Si les o;erateursSUr et S_ peuventdtre appligés sur la fonctior® (S, Ms), les
produits S, S_ et S_S. ne changent pas une fonction propre&feet 5., mais

produisent les valeurs propré$S—+) — M2 + M, = S(S+ 1) — My(M; — 1) et
S(S + 1) — My(M + 1). Nous pouvons &duire que

S.O(S, M) = \/S(S+1) — Mg(Mg + 1) O(S, Ms + 1)
S_O(S,Mg) = \/S(S+1)— Ms(Mg —1)hO(S, Mg —1)  (283)

L'opérateurS? ne peut pagtre écrit sous la forme d'une somme demateurs
mongelectroniques, mais il peldtre expring a partir des orateurs liaires
SZ, S et S+ En effet, par inversion de 282 noésrivons

S? = 8.5, +52+hn8, (284)
$? = S8 +5%—ns, (285)
Le nombre quantiqué/s peut prendren, = 25 + 1 valeurs comprises entreS

etS. M, est la multiplicié de spin de Btatélectronique. Uretat aveen, = 1 est
appeé singuletyn, = 2 doublet,m, = 3 triplet, ... etc.
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6.4 =« Action des oprateursS? et S, sur les éterminants de Slater

L'action de I'opérateurS, sur un ceterminant de Slater est de multiplier ceterminant
par (nq — ng)/2, ol n, etng désigne les nombres de spinorbitatest 3

Sk (1), E2(2), - ky(N)| = 8(D)[E1(1), ko (2), - .., kn(N)] +
5. (2) k(1) ka(2), . k(N + ...
+§Z(N)|k1(1)>k2(2)’akN(N)|
= (1)L ka(2), . h(N)] (286)

Pour faire agir 52 on utilise les relations 284, 285 et eémgral on obtient une combinai-
son lireaire de @terminants de Slater. Si uretrminant de Slater est toujours fonction
propre deS., il n’est pas toujours fonction propre d&. Pour obtenir des fonctions propre
deS‘Q, on doit faire des combinaisons &nires de éterminants de Slater. Dans le cas des
sysémesa couches comptes, les orbitales (fonctions d’espace) sont toutes doublement
occugees, c'est dire qua chaque spinorbitale, ¢;,, correspond une spinorbitalg, de
spin$ ayant la néme partie spatiale.

D = |¢1(1)91(2) ... ¢n (2N — 1)on(2N))] (287)
et
S.D = 0
2D = 8.8 D=5.8,D=0 (288)
en effet

$.D - <\/S(S 1) — M (M, + 1)) (61(1)61(2) .. on (2N — 1) By (2N)] + ... +)
=0

[61(1)$1(2) ... on (2N — 1)pn(2N))
VS(S +1) = My(M, — 1)[31(1)$1(2) ... (2N — 1)y (2N)[ + ... +
$1(1)61(2) ... o (2N — 1)gn(2N)| = 0 (289)

parce que les gterminants qui apparaissent dans les sommes ont tous deux dabspino
tales identiques, et sont donc nuls. Lla&tetminant d'un sysimea couches comptes est
fonction propre deS? et deS. avec les valeurs propreS = 0, Mg = 0, c’est unétat
singulet.

On appelle sygimea couches ouvertes, un siste @ N orbitales sont monooccégs.
Pour construire les fonctions propres de spin, il suffit de raisonnelesi2’y’ determinants
construits sur orbitales simplement océgs. Le @terminant ne comprenant que des
spin-orbitalesa est fonction propre de, avec la valeur propreMg = N/2, il est
egalement fonction propre d€? puisque :

Silp1(1)d2(2) ... on(N)| =0 (290)

w
-
I
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ce qui entréne

S2|¢1(1)¢2(2) . ¢N(N)| = (S_S+ + Sg + Sz)|¢1(1)¢2(2) cee (ZSN(N)‘
S A DIe(162(2) o (N) (291)

N
etsS = 5
Pour trouver les autres composantes du multiplet on fait agirétapeur S_ de fagon
successive. Les fonctions propresfecorrespondant aux valeurs déplus petites sorit
déterminer en formant des combinaisong&hires de éterminants comme dans I'exemple

suivant.

6.4.1 x Sysémea trois couches ouvertes

On peut formerV? = 8 déterminants en distribuant les spins de&l&ctrons élibataires
dans les trois orbitales spatiales, ¢ et ¢s :

Ms=135  Di=|p1(1)$2(2)¢3(3)| B

Mg =75  Dy=|¢1(1)¢2(2)83(3)] D = |¢1(1)92(2)¢3(3)] D = |p1(1)p2(2)h3(3)]
Mg =—3 Ds=|¢1(1)¢2(2)¢3(3)] = |¢1(1)92(2)#3(3)] D7 = |p1(1)92(2)d3(3)]
Mg =—35 Dg=|¢1(1)¢2(2)p3(3)]

De ces 8 éterminants nous pouvons construire un quartet %) avec 4 composantes
(S. = £3 etS, = +1) etdeux doubletsy = 1) avec 2 composantes chacufy (= +1).
Les ceterminantsD; et Dg sont fonctions propres d§? avec la valeur propres = 2

15

~ N /\2 ~

9
+S.)D1 =0+ -D1 +

: 3
Sng = ( 7S+ + 5 1 2D1 D1

22 S e a2 6 9 3 15

§7Dg = (5+5- + 57 = 5:)Dg = 0+ 7 Ds + 5 Ds = —=Ds (292)

En faisant agirS_ on obtient, aveg/S(S + 1) — M, (M, — 1) = \/15/4 —3/4 = /3

3 1 1 3 3 1 1
0, 2) = —S0(2, Y= -8 Di=-——(Dy+D3+D

3 1 1 3 3 1 4 1
0(,—2) = —8.06(2,-2) = —8. Dy = — (Ds + Dg + D7) (293
(3735 730t (30735 3o+ Ds \/§( 5 + Dg + D7) (293)

ce qui nous laisse avec les 4 composantes du quartet. Le fagf@uaurait pu étre
trouvé en normalisation la fonctio®, + D3 + Dy, en ignorant le facteur accompagnant
I'opérateurS_.

On peut trouver les composantes des doublets= 5 en formant des combinaisons
linéaires de éterminants orthogonalesO (3, 1) eta @(% —-1).
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Un autre néthode est de faire agi$. et S_ sur des combinaisons Bmires repésentant
o, heto(d, -1

1 1
@(5, 5) = (IDQ +bD3 +CD4
1 1
@(5, —5) = dDs+eDg+ fD7 (294)

L'action des ograteurs de spin doit donneém comme &sultat, puisque, = i% n'est
pas possible pouf = 5

11
5,0(5.5) = 0
solt -y — (295)
T 2

AvecS. Dy = 8. D3 = S,Dy = D, etS_Ds = S_Dg = S_D7; = Dg nous avons
nécessairement

at+b+c = 0

d+e+f = 0 ) (296)
Un choix possible est = 1, b = —1 etc = 0, avec une normalisation correcte, c’est-
dire
oYy = L (py— by (297)
1 2a 2 - \/§ 3 4

ce qui nous donne le premier des deux doublets avec I'actigh de

11 1 1 1 1
5 2) @1(57—5)25 E(Dg,—Dg) (298)

Le deuxéme doublet doit alorétre orthogonal au quartet et au premier doublet, ce qui
ne laisse pas d’autre choix (modulo le signe) que

S_01(= (D5 + D7 — Dg — D7) =

92(%,%) = %(2D2 — D3 — Dy) (299)
Faisons la preuve :
VIZ(O(2, D)I€s(3, 1)) = (Da+ Dyt Daf2Ds— Dy~ Dy)
= 2(D2|D2) — (D3| D3) — (D4|Dy) = 0
J§<@1( y@g(; ;)> —  (Dy— Da|2Ds — Dy — D)
= (D3|D3) — (D4|Dy) =0 (300)

Il restea construire la 2™¢ fonction avecS, = -1/2:

1 1 11 1
@2(5,—5) == S_ @2(5,5) == §(D5+D6—2D7) (301)
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Nous avons construit ainsi les 4 composantes du quartet, et deujettoolthogonaux.
Pour les doublets nous avons fait un choix particuli].(297), et n'importe quel melange
des deux doublets par un rotation orthogonale nougma@a un autre jeu valable de deux

doublets. o ) o o
1 . COsS@ —sIne 1 i 1
(o) = (5 w) (@) =pr () oo

pour tout angle de rotatiorp.

6.5 Etats spectroscopiques des atomes

L'occupation des orbitales n’est pas une observable, deemhergie et les mo-
ments citiques le sont. Parmi défents couplages possibles nous proposons ici
le plus rencong, le couplage LS. Tous les momentséatiques degélectrond; se
couplent (par addition vectorielle) pour donner un momeaba L, et tous les
spinss; couplentégalement pour donner un spin glok§a1

= O+ ly+ ...+ 0,
— B4 Ht... 47, (303)

[l

Puisqu’il s’agit de moments aatiques, leurs projections sur I'axeles nombres
quantiquesn deseélectrons (moment cétique et spin) donnent deux nombres
globauxM;, et My :

My, = meg1+mya+ ... +my,
Ms = mg1+msa+...+msy (304)

Finalement nous pouvons coupléret§ pour donner un moment global apgel
J:
J=L+8
qui lui aussi est quantd#iet sa projection sur 'axevaut :
M; = My + Mg (305)

La fonction d’onde de I'atome est une fonction propre de ceamerateur/?, L2,
S?,.J., L., S, et H parce que les commutateurs entre chaque paire sont steistem
zéro. Unétat est alors caraatise par un symbole

QS—HLJ
avec la notation S, P, D, F polr= 0, 1, 2, 3 etc.25 + 1 donne le nombre d’orien-
tations diferentes de spin, c’estdire le nombre de combinaisons de spiret 3

pour un spin total. S=1 donne alors 3 fonction8/s = 1,0, —1 correspondant
avec 2 spins aux combinaisanl)«(2), (a(1)3(2) + B(1)a(2)) et 5(1)5(2).
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0E (DH+00) [0 0

MSZl MS=O MS: -1

Un état spectroscopique ne correspond pluséorenta une seule configuration
d’occupation de cases quantiques, naise combinaison lgaire de plusieures
configurations. En prenant la configuration avec le maximarsyins paradiles, il
est possible de construire les autres configurations. Mais ne le ferons pas ici,
nous utilisons la configuration de gauche sur la figure poprésenter le triplet
(S = 1). Pour un atome d&ium (voir section 6.2.1) on peut alogablir une
serie d'états de spin totaléxo, et une autregsie de spin total de 1, des singulets
(S=0) et des triplets (S=1), avec des valeurd.date 0 et 1 pour deslectronss et

un électronp.

Une transition par radiation a pour c@&ugience de changer la valeur Hepar
une unié, mais ne touche pasla fonction de spin. Un atome dans &tat triplet
peut absorber o@mettre un photon pour passerigasP ou l'inverse, mais ne
peut jamais passeérunétat! S, un singulet. Or, Btat fondamental est le singulet
avec deuxélectrons dans l'orbitalés. L' étatS est alors rdtastable et ne peut
tomber vers Etat fondamental par transition radiative. La pertendrgie ne peut
se faire que par transfert@hergie (collisions entre atomes, capturelettrons).
Avant I'établissement du traitemengétbrique on parlait alors de “Par@ium” et
d’“Orthohélium” pensant avoir deux espes d’lelium differentes.

De méme le deuwd@meeétat'S ne peut pas se&domposer directement par une
émission d’'un photon versdtat fondamental. Il es&tessaire d’absorber d’abord
un photon pour passer vers atat! P pour ensuite pouvoigmettre un photon et
passeg |'état fondamental.

Cette pésentation rapide de transitions enitats est valable pour des spectres
d’atomes bien plus complexes. A cela s’ajoute encore lelagepdes spins avec
les moments cietiques (couplage spin-orbite) et des effets purementiviskas,
qui anenenta unéclatement des niveaw@nergtiques par rapport au moment
Le niveau’ P est alors en@alite compoé de 3 niveaux dé = 0, 1 ou 2 dénergies
leégerement diférentes.

La théorie et les mesures detats spectroscopiques des atomes est desormais dis-
ponible sur le Web, par linstitut national des standardseehnologies (NIST)
americain :http ://ww. ni st. gov/ pnl / dat a/ asd. cf m Sur le site de
Webelementshtt p : // ww. webel enent s. com le fond de la page d’ac-
cueil de chagque&léements donne son spectre visible, c'astire les transitions
possibles entrétats spectroscopiques dans le domaine du visible. Ainsy$Ere
des spectres atomiques, apparement sansragsijue lors de leuré&touverte et
collectiona la fin du 19e sicle, a trou@ une explication.
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FIG. 20 — Comparaison du metk de Slater avec I'exgsience pour les rayons co-
valents et les prerares et deuximesénergies d’ionisation. La dewineénergie
est mieux calcd car 'ionisation contre la charge positive de I'iorf £n donne
déja une grande partie.
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“"Parahélium” ! "Orthohélium”

S=0 s=1
1s 2s 2p
o WUELLT MOECT]
0 p
il o R
1s 2s - DI
1 3%
SO l
BT

FIG. 21 — Scleémaénergtique des premiers termes de I'atomeadithm. Les cases
guantiques ne repsentent quine configurationélectronique (dterminant) ca-
raceéristique, par exemplel I' étatM = 1 d’un triplet (3états de rameénergie),

et 7] une des deux contribution$] ou | T, a I'état singulet.
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7 Molecules

La définition d’un syséme moéculaire est un peu floue : mettons “un ensemble
d’atomes les”, meéme si nous n’avonsafini ni “ensemble” ni “Ié”. Le livre d’or

de I'l'UPAC (IUPAC gold book) donne commeefinition de moécule “An elec-
trically neutral entity consisting of more than one atom>* 1). Rigorously, a
molecule, in whichn > 1 must correspond to a depression on the potential energy
surface that is deep enough to confine at least one vibrastata.®

7.1 Existence d’'une madcule

Pour qu'une madicule existe, il doit y avoir une force liante, eéghant la
séparation spont@e en ses composantes, les atomes. Noyaaleetronsetant
des entiés char@es, les forceglectrostatiques sont alors Ié&ments respon-
sable de la liaison entre les atomes. Regardons deux noyathadge+ 7 et un
seulélectron de charge 1 (en chargeglementaireg). L électron est suppésse
trouver sur I'axe madculaire entre les deux noyaux (Fig. 7.1). Pour qu'il y ait

Z+ e— Z+

® o ®
R

<o
g

| r |

FIG. 22 — Mockle primitif d'une moécule.

stabilitt de 'ensemble, so@nergie potentielle doitre plus basse queshergie
potentielle de I'hydrogndde correspondant%,,,, < —Z/r. Nous pouvons la
calculer en unis atomiqueset /(4meq) = 1) avec la gpulsion noyau—noyau et
I'attractionélectron—noyau comme

z* 7 Z

Emo = 5 T
! R r R-—r

(306)

c'esta-direZ?/R — Z/(R — r) < 0. Cette iregali& est respeét pourZ = 1 et
toute valeur de laissant [electron entre les deux noyaux, magalZ = 2 ameéne
a une contradiction. Cependant, le petit mlgdnontre que la liaison entre atomes

15Traduction : une enéit neutre de plus qu’un atom (> 1). Rigoureusement, une néaule de
plus d’'un atome, doit correspondreun minimum local d’'une surface de potentiel, dans lequel au
moins unétat vibrationnel pelgtre plaé.
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est effectée par des forceslectrostatiques, donnant aébectrons la fonction de
colle. De néme, pour des cristaux ioniques I'alternance entre changgsves et
négatives (NaCl—, Mg?TO?~ etc) suffita expliquer leur stabik.

7.2 L'Hamiltonien

Une mokEcule en toute@réralite est un sysime de particules quantiques con&itu
de M noyaux de masseé/,, de chargeZ, fois la chargetlementaires, reperées
par les vecteurs positioR 4 et deN électrons de masse, de charge-e repérés
par les vecteurs positian. L'hamiltonien d’un tel systme est la somme de cing
contributions (en unés atomiquet = e¢ =m, =c=1):

Origine

Fic. 23 — Definition de positions dans une negule, comprenant noyaux et
électrons. Les vecteurs de position partent d’un origirelapnque, seule les dis-
tances et @drivees (invariants sous une translation) interparticulesnirgnnent
dans I'Hamiltonien. L&nergie totale est invariante sous une rotation duesyst
de coordonaes.

1. I'énergie cigtique des noyaux regsenge par 'oferateurl’y

M
. 1
Ty=Y -V} 307
N oM, R (307)

2. I'energie citique de€lectrons refsené par 'ogerateur?,,
. N o1
T.=)" _§Vi (308)
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3. I'énergie potentielle coulombienne noyau-noyau
~ ZaZp
Vn = o o (309)
AX>:B IRp — Ry|

4. I'energie potentielle coulombieniéctron-noyau

Vv = Z Z R (310)

5. I'énergie potentielle coulombieniéectron-electron

(311)

Ces expressions sont dares dans le sysme des unés atomique 16
1,e?/(4meg) = 1, = 1)

L’ équation de Sclkidinger — tout comme pour les atomes @éctroniques — est
alors

HU(R,,...,Ru, 71, ..., in) = By U(Ry, ..., Ry, 71, 7N) (312)

La masse des noya@tant tes grande devant la masse éésctrons, la contribu-
tion de I'energie citique des noyaux peétre regligee devant les autres contri-
butions. Nous pouvonseparer la fonction d’onde en un produit d’une fonction
pour les noyaux et une fonction pour kgctrons, ayant les positions des noyaux
comme paramitres.

H o= Ty+ (T4 Voy + Ve + Viw) = Hy + H
(I:IN—FI:I@) \I/N(R'lj.. RM)\I/ (7"1,.. TN, Rl,.. RM) = Etot \I/N\Ife
variables parametres
Nous pouvons resoudre d’aborédfuatiorélectroniqud?e v, = Ee(ﬁfl, o ]?M) v,
et introduire la solution dansdguation compgte :
. élekpe(Fll'~->FN; R;:la"'aR;:]V[) = Ee(éla---aéM) “De
(Ho + Eo(Ry, ..., Ba)) Un(By, .. Ry) = By Uy (313)

Ceci nous avonséja fait implicitement lors du traitement de l'oscillateurrha
monique et le rotateur rigide : le potentiel de I'oscillatdi(z) était en fait
I énergieelectroniquex des distances internéelires diferentes. Cetteéparation

entre “mouvement’€lectronique et nuéhire porte dans la létature le nom
d’approximation adiabatiqusu Born-Oppenheimes®

1M.Born, R.OppenheimeAnn.Phys.84 (1927) 457
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7.3 Lamolécule la plus simple : H

L'ion moléculaire H est la moécule la plus simple. Dans I'approximation adia-
batique, éparant le mouvement des noyaux de celui é&ttron, il existe des
solutions analytiques exactad’équation de Sclkidingerélectronique. De plus,
dans les cas limites correspondant aux distances int&aites nulles ou infinies,
ces solutions s’expriment simplemenpartir des orbitales atomiques des ions hy-
drogenddes. La nomenclature utiée pour nommer les orbitales réollaires de
H; a d’abordéte étendue aux mékules diatomiques, pustoutes les mélcules.

FiG. 24 — Definition des positions pour I'ion metulaire H .

L’hamiltonien complet de ce sy&inea 3 particules (2 noyaux etélectron) est
donre par
i h* h* h? e? e? e?
H=—A1———0A ——A.—— - — +— (314
oM™ oM "™ T R, —f |Ro—7 R (314)

H”

He

7.3.1 Hamiltonienélectronique du syséme

Restea resoudre le proimeélectronique pour des positions des noyaugdsa
une distance® :

1 1 1 1

(—Ae - ) V(7 R) = (E ~ ) W(%R)  (315)
27 R -7 Ry R

La répulsion des noyaux n’est qu’une contribution constara@utera I'énergie

électroniquea la fin du calcul.

7.3.2 Solution approclee avec orbitales hydrognddes

Pour calculer Energieélectronique nous proposons d’utiliser une forme ap-
prockee de la fonction d’'onde, constite de deux orbitaless hydroggnddes
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15(7) = N e™", centes sur chaque noyau. Avec 2 orbitales atomiques nous pou-
vons former deux orbitales n&tulaires normal&es, en choisissant la combinai-
son positive ou la combinatioregative des orbitales atomiques.

1
V2 =+ 25

Nous avons né l'intégrale de recouvremeri;|¢-) par.Sio que nous n'allons
pas calculer davantage, nous le retenons juste dans leifatgenormalisation
1

Ny = —— .
=T /2+25,

Exercice: v@rifier gue les facteurs de normalisatidn sont corrects.
L'action de H. sur cette fonction d’onde donne

V() = (617 = Br) £ 615(F = Ra)) (316)

I 1 L
— H VYV, = —-A¢(r—Ry) — J(F—R
oy fevs A7~ i) |r_ |¢1< )

+ (—1A¢13(F— ég) — _’7_)(%8(7:*_ R?2)>

|7 — Ry

1 .
|7‘ . R1|¢15( ) ’7” _ R2’¢1s(r )

= EH¢151(7" - El) + EH¢15(7” - Rl)

(7 — (F— Ry (317
|7"—R1|¢1( >:F’ —R2]¢1( 1) ( )

ou nous avons utilis I'identité
~ 580007 = (0u() = Enon(7) (318)

de la ckfinition de Il'orbitale ¢,,. L' €nergieélectronique du sysme s’obtient
maintenant comme

1 N
ER) = o (Wl )

= Ex+ Ni((01|Erldr) + (02| Enlos) + (61| Enlda)  (ba Erlen)
—(0112|¢1) F (D212]01) F (1[1]02) — (P2|1]¢2))

— Ent (24 250) B — 2(612061) F 2(61]1/6)]

2+ 25,
_ <¢1!2!¢1> (91]1]p2)
= ButEv -t F Tis,

(319)

Dans la notation nous avons mis(r") = ¢15(7 — ﬁl) pour cesigner le centre de

).

I'orbitale et utilise par exemplép: |2|p1) = (1| ——=

95



0.0 —
S
= -0.2
Q
<
°
o
=
© -04Ff
L
-0.6 L . N N N 1 N N N N 1 N N N N 1 N N N N 1 N N N ]
0 1 2 3 4 5

distance H — H (u.a.)

FIG. 25 — Energie totale des deux fonctions d’onde #éis.

PourR 5 — oo cetteénergie eskégalea I'énergie d’'un seul atome d’hydrege,
conformea la eaction

Hf —  H+ H'

pour les deux fonction®, et W_. Le calcul nungrique montre que &nergie

E., présente un minimum, tandis queeliergie £_ en fonction de la distance
interatomique est toujourgpulsive, £/ > Ey.

Les courbes dnergie €lectronique correspondent qualitativement bien aux
résultats exprimentaux. Cependantghergie du minimum calc@élainsi est tou-
jours tropélevee (minimuma 1.3190A avec une valeur de-0.565a.u.). Pour
obtenir un meilleur accord avec lessulats ex@rimentaux, il faut partir d'une
fonction d’onde de meilleure quagit

7.3.3 Solution quasi-exacte et approximations

Nous aurons pu construire des fonctions de &ma facon en partant des orbi-
tales2s, 2p, 3d etc. des atomes d’hydrege €paks, et les suivre — en adaptant
I'exposant optimal des orbitales en fomtion Be— jusqua 'ion hydrogendde
uni Het avec une distance interatomiquera. Nous nous aurons rendu compte
gu’une association simple&tablit

Sans conri&re la solution exacte nous pouvorsammoins utiliser le principe va-
riationnel, en proposant des fonctions avec pgares et en minimisantédnergie
totale par rapport ‘a ces paraines.
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atome uni| moléecule H | atomes 6pagés
1s 1so, 1s+1s

2s 250, 25 + 2s

2p, 2po, 1s — 1s

2Pz y 2P 2D2y + 2Pay
3s 3so, 3s + 3s

3P 3poy, 25 — 2s

3d.2 3doy, 2p. — 2p.
dez,yz 2p7Tu 2px,y - 2pz,y
4f 4foy 2p. + 2p.

TAB. 3 — Corglations entre leétats de I'atome uni et létats des atomeggaés

de lion Hj. La nomenclature em, 7 etc, avec index et u rend compte de
la réduction de la syktrie en passant d’un atome (&me splerique)a une

molécule (synetrie cylindrique).

Pour construire une meilleure fonction d’onde, nous fassappel au principe
variationnel : nous proposons une forme analytique avepaes®tres que nous
optimisons pour minimiser&nergie totale.

Pour cela nous introduisons des coordegmelliptiques par

£ = 7‘1;7“2 donc 1<é<
n = 7’1]—%7"2 donc -1<n<1
% entre Oet 27 (320)

Comme pour I'atome d’hydrame nous écomposons la fonctioéi en un produit
de trois fonctions

W(r) = G(&) H(n) (p) (321)

La synetrie du probkme permet de trouver imgdiatement la solution de
I’ équation de Sclidinger pour la variable :

D(p) = ei™m?¢ (322)

avec les valeurs de de 0,41, +-2 etc. Trouver les fonction§ et H est bien plus
compliqLe, et une solution quasi-exacte @@ pesenge qu’'en 1953/

D. R. Bates, K. Ledsham, A. L. Stewakhil.Trans.Roy.Soc.A246(1953) 215-240
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7.3.4 Principe variationnel

Avec les relations

o= R(E+n)
ro = R(£—n) (323)

et le cefinition du cosinus hyperbole
coshz = 1 (e’” + e‘m)
2
Guillemin et Zene® proposent la fonction
U(E,m) = Ne “cosh By (324)
pour laguelle ils trouvent les papr&tnes optimiésa = 1.36, 5 = 0.90 en fixant

la distance des noyauxR = 2.0 bohr. En @&veloppant la fonction cosh en une
série de Taylor,

coshz — (e +e) m1+ A (325)
r = —\e (& ~ — —
2 2 25
James propose la fonctith
U(En) = Ne ¢ (1487 (326)

aveca = 1.3522 et § = 0.4448. Le minimum est atteint pouR = 1.9966 ay.
Avec une fonction avec seul paratrea = 1.2601 donne un optimum avec une
distance internuélaire de 1.8468 bohr.

. - 2a , , .
En prenanty = (3 et en identifiant = = on peut ecugerer une fonction sem-
blablea celle utilie auparavant

U(ry,re) = N (6_“1 + e_c’"Q) (327)

mais pour calculer €nergie totale nous ne disposons plus dmjdiation de
Schibdinger pour un atome d’hydrege aveca # 1. L'exposant optimal est
¢ =1.288.

Comparant les diffrentes solution on peut trouver le tableau suffant

18\/ Guillemin, C. ZenerProc.Nat.Acad.Sci15(1929) 314
¥H. M. JamesJ.Chem.Phys3 (1935) 9
2d'apresM. Geller, O. G. LudwigJ.Chem.Phys36 (1962) 1442
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E..enu.a. AEeneV
LCAO (¢ = 1.000) —0.564829 1.03
James (1 paraétre) —0.581369 0.58
LCAO (¢ = 1.228) —0.586463 0.44
James (2 paraatres) —0.602386  0.0066
Guillemin et Zener —0.602397  0.0063
exact —0.602630 0

TAB. 4 — Energie totale des diffentes fonctions d’onde pour la raolile H;.

7.3.5 Le theoreme de Kato

En 1957 T. Kato publie un foeme remarquabl&,qui lie la densié électronique
a la moyenne de son gradient autour d’un noyau : la &diti rapport entre cette
moyenne du gradient et la dergsitémea I'endroit du noyau estgalea la charge
nuckaireZ pour un systme moéculaire dans soatat fondamental :

IVl

A = 7 (328)
p

N | —

R},moy

Pour I'atome d’hydrogne le tleoeme est bien é&rifié : avec la fonctiom?(r) =
N exp —r la densié estp(r) = N2exp —2r et son gradient radialp(r)/dr =
2 N%exp —2r = 2p(r). Pour nos fonctions d’essai pour l'ionjHous pouvons
faire de néme : la moyenne sghique autour d’un noyau es{peu pes la moyenne
des deux gradients le long de I'axe racllaire.

1 (p(Ri +02) = p(Rs) | p(R) = p(Fi — 5Z>> (329)

Vo(R:)| ~ 2 0z 0z

Pour les fonctions introduites plus haut nous obtenons leimableau suivant

7.4 Lamolecule H,

Apres I'eétude de I'ion H nous pouvons nous igtessea une autre meélcule, elle
aussi relativement simple :sHAu dek des attractionélectron-noyau, un terme
suppementaire duépulsionélectronélectron doigtre ajoué dans I’hamiltonien.
Pour differencierélectrons et noyaux, nous nommaks et }?b les positions des
noyaux, et etr, les positions deélectrons.

Nous avons ainsi

~

1 1 -
H = ——A—=-A+V

521 T 55 +
21T, Katg Comm.Pure.Appl.Math10 (1957) 151
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fonction Cond. de Kato énergie (a.u.)

fonction de Guillemin-Zener 1.002 —0.602397
fonction de James 0.958 —0.602386
fonction de James (1 param.) 0.630 —0.581369
fonction LCAO«a = 1.228 1.131
fonction LCAOa =1 0.880
exact 1.000 —0.60263

TAB. 5 — Suivi du tleoreme de Kato par les fonctiongfihies plus haut.

FIG. 26 — Sclema avec indication des positions des 4 particules.

~ 1 1 1 1 1 1
V = —— - — 7"‘7_'—7 (330)

a1 a2 b1 T'p2 r12 R

ou nous avons mis toutes les constantes= 7 = e a 1 (uniés atomiques).
a etb désignent les deux noyaux, et 1 et 2 les déiectrons, et par exemple
Ta2 = ’Ra — FQ‘

Expérimentalement, le potentieklectronique peutétre decrit avec grande
précision par une courbe de Mofée

B(R) = 2By — D+ D (1 — ¢ P0-R)° (331)

avec les para#@tres

D = 0.174uwa = 4.74eV
R, = 1.4016u.a. = 0.74172}
3 = 1.028ua = 1.843A8" (332)

22Ph. M. Morse Phys.Rev.34 (1929) 57
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qui sont obtenus par spectroscopie rotationndlle Q. R?), vibrationnelle fw =

in/k/uw = hy/2D /3 = 4400 cm™1), puis en mesuranténergie de dissociation
pour ceterminerD.

7.4.1 Approximation de Heitler et London

Pour calculer Energie totale de la metule de H, il faut tout d’abord faire
le choix d’une fonction d’onde. Il semble raisonnable desidérer deux situa-
tions : unélectron sera&krit par une orbitale hydr@pdde sur noyau (¢,) et un
électron sur l'autre noyaki(¢,). Enécrivant la fonction d’'onde de de@tectrons
antisynetrisee avec des spins respectifs, nos avons ainsi

Ve = N (¢a(1)0n(2) + ¢5(1)0a(2)) (a(1)3(2) = B(1)a(2)) (333)

Cette fonction &té propog par Heitler et Londof® L’ énergie totale se calcule
comme auparavant par leségrales sur les parties spatiales des orbitales (en met-
tant la norme correcte)

E - <\I/€|He|\:[je>
= m«%% + B0a) (a3 — Ba)| He| (dathp + dp6a) (B — Bar))
= 2(1_‘_152)<¢a¢b + ¢b¢a|ﬁe|¢a¢b + ¢b¢a> <ozﬁ — ﬁoz|ozﬁ — ﬁa/>
=1
- 1_:52 (<¢a¢b|ﬁe‘¢a¢b> + <¢a¢b|He|¢b¢a>) (334)

ou nous avonsépage l'intégration sur I'espace et sur les spins. Nous pouvons
decomposer I'hamiltonien

N 1 1 1 1 A
Ao = (—380- )+ (-30 - =) +0 (335)
2 Tal 2 Tb2

avec . | | .
U= —-—"———+—+— (336)
Ta2 b1 12 R

Mettons en plus les ibgrales doubles

T = (0ats|U|dath) = //%(7?1)@251:(772) U () 90(7) d*rid’r
K = (600l010w60) = [ [ 6a(F)o0(72) U 00(74)6u(72) d'rad’ry(337)

23W. Heitler, F. LondonZ.Phys. 44 (1927) 455
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et observons que

1 1 1 1
<¢a¢b _§A1 - ¢a¢b> = <¢a _5 11— ¢a> = Fpy
1 TT1 al
(PvPa —§A1 o Gats) = (Poda|Er|dat) = S*Eg (338)
et nous trouvona l'arrivée I'énergie totale comme
J+ K
E=2Bn+i o (339)

En calculant nurariquement les igrales/, K et S en fonction de la distance
entre les noyaux, le résultat est plt decevant

Heitler-London exact
D. (e.V.) 3.20 4.75
R, (A) 0.88 0.74

7.4.2 Ameliorations

Le résultat peuttre anglioré de plusieures magries. La prengire* est d'intro-
duire un paramtrea dans I'exposant de 'orbitalées

Ga = || —e " (340)

mais on complique un peu le calcul car

1 Q

(2= Yo = -2 06 # Euols (341)

ce qui angéne a une dissociation incorrecte. Cependant, nous obtenons de
meilleures valeurs autour du minimum.

Heitler-London a = 1.166 exact
D, (e.V.) 3.20 3.78 4.75
R. (A) 0.88 0.744 0.742

En 1931, Rosen propose de faire varier I'exposant avec laadi® inter-
nuckeaire2® ce qui introduit un dege de liberé suppémentaire, et corrige la dis-
sociation incorrecte, mais n’agliore pas le comportement autour du minimum.

24S. Wang Phys.Rev.31(1928) 579
25N. RosenPhys.Rev.38(1931) 2099
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Une autre proposition du &me auteur consisgedeformer le nuagélectronique
en presence de 'autre atome ajoutant des composantes d’oglsjtalux orbitales
s

o) = (c1+c22,) €™
op(r) = (1 —caz)e @™ (342)

ce qui revient former une orbitale hybride+ p. sur atome: ets — p. sur atome
b. L'approche d’'un atome voisia un atome d’hydrogne cée en fait un champ
électrostatique, qui va certainement perturber la éyme splerique de I'atome
seul. L'introduction de la polarisation a@fiore nettement la distance eéhergie
du minimum :

R, = 0.749A D = 4.04eV

Une correction de la @me qualié est obtenue en ajoutant des configurations
ioniquesa la fonction de Heitler et London :

1

T m<¢a<1>¢a<2>+¢b<1>¢b<2>><a<1m<2>—ﬁma@))
Vo = ——— (Gu(D)d(2) + 3(1)a(2)) (@A) — B(1)a(2))
2(1 + S2)

qui permet d’avoir deuglectrons de spin oppésur le néme atome. Laapulsion
électrostatique est ainsi plus forte, maigiergie cigtique — un terméegalement
positif — est eduite car I'attractionélectron-noyau estcranée comme dans le
mockle de Slater. Pouétre enéquilibre entre attraction vers le noyau et force
centrifuge, le€lectrons ont besoin de moinsdergie citique.

La fonction totale est une somme des deux contributions

v = C1 \Pcov + co IIIion (343)

Il faut peutétre remarquer que les deux fonctions,, et¥,,, ne sont pas ortho-
gonales

28

TSI

<\Ili0n|\pcov> - //\Ijion(FlaFQ)\I]cov(F17F2) d37”1d37'2 —

Pour un exposant = 1.193 des orbitales atomiques et un rappert/c; = 3.0
on trouve un optimum pour

R, = 0.750 A D = 4.03eV

ce qui eséquivalent au @sultat pécedent avec polarisation des orbitales.
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7.4.3 (Generalisation ; la méthode CLOA

Nous avons exam@ndes approches diffentes qui écrivent les deux mékules
les plus simplesa un oua deux électrons. Pour des atomes, nous avons
eégalement distingu des situationsa 1 électron (systme hydrogndde), 2
électrons (8paration de la fonction d’onde en partie spatiale et pagia), et
plus de 2électrons, a la proposition d’'un éterminant de Slater permettait de
construire des fonctions d’onde tout en respectant le jp@nae Pauli. Le concept
des dterminants de Slater esgalement utilié pour des m@cules — il nous
amenea la nethode des combinaisonséiaires d’orbitales atomiques pour former
des orbitales mélculaires (CLOA ou bien LCAO en anglais : linear combination
of atomic orbitals).

Pour une maicule diatomique les deux atomes disposent ensembilg ¢leV, =

N orbitales atomiques,, (7) linéairement iecependantes. Celles-ci peuvétrites
combirées pour formeN orbitales moleculaires; () comme combinaisons d’or-
bitales atomiques

N
¢i(r) = Z_: Cai Xa(T) (345)

avec des coefficients,; choisis pourqu’une orbitale matulaire ne soit pas elle-
méme une combinaison kaire d’autres orbitales nitulaires. Ceci peldtre
exprimé par une matrice quadratique de coefficients (quaatiec 2 indices) de
dimension\ :

b1 (7) €11 ... CnN1 x1(7)
: - s : : (346)

¢1(7) av .. evm/ \xa(7)

Les orbitales atomiques ne sont pac@ssairement orthogonales (mais norma-
lisees), mais on peut choisir les orbitales amllaires telles qu’elles soatla fois
normaliges et orthogonalesd;|¢;) = [ ¢:(7)¢;(7) d®r = &;;, c-a-d 0 sii # j et

1 pouri = j).

Pour la mokécule H nous pouvons construire les deux orbitalesanalaire$?

1

¢g = m(Xa+Xb)
1

bu = ﬁ(h—xﬁ

ce que nous avons fait par ailleurs pour 'ion gailaire H . Les deux orbitales
o eto* sont appebes “liante” et “anti-liante”, puisque lewmergie en fonction

orbitale o

orbitale o™ (347)

26es indices “g” et “u” signifient “pair” (gerade) et “impaiungerade) en allemand, retnt
ainsi la synétrie par rappora I'inversion de noyau.
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A F liant S
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FIG. 27 — Repesentation unidimensionnelle de l'orbitale liantet de I'orbitales
anti-liantec*.

de la distance intermétulaire donne lieé@ un minimum ou non. L'orbitale anti-
liante est caraérisee par un passage pdrea dans le plan perpendiculaid’axe
moléeculaire.

La fonction d’onde de KHsera l'orbitalep, = o occugee par urélectron de spin
« et unélectron de spirs. En cecomposant la fonction d’onde de deglectrons
(separant encore fonctions d’espace et fonctions de spin)

v o= ngq_ﬁg:

1

- P aXa a a - 348
5725, | XX + X6Xb + XaXb + XoXa | (@8 — Ba)  (348)

2+125ab (Xa + x0) (Xa + Xb) (0 — Ba)

ionique covalent

nous voyons que les parties ioniques et covalentes selaigees avec les Bmes
poids et ne peuvent donc pas repenter une fonction optimale, ni se dissocier
correctement car les composantes ioniques s@dgnmtes toute distance inter-
nuckaire.

La position et IEnergie de liaison sont respectivement pour des exposasts d
orbitales atomiques hydrégddes optimiges

R. = 0.7353A D = 3.07eV
Dans la figure 28 les 3 propositions sont con@asraux @sultats exrimentaux,
et on voit clairement la dissociation incorrecte de l|&dtie des orbitales

moléculaires.
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H2 in a minimal Slater basis, optimal exponent
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-075 F || Heitler-London ]
---- LCAO -7
-0.8 Cov + lon T
experiment -7
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FIG. 28 — Energie totale dettalcuke avec des orbitales 1s optigés sur chaque
atome. “MO theory” est pour CLOA. 1a.u. correspan@®.52917°A (distance),
et 27.21 eV énergie)

7.5 Des mokcules diatomiques homonuéaires

Dans le cas de deux atomes identiques, chaque atome a urojbitales ato-
miques. La syratrie splerique de I'atome laisse la plaada syne&trie axiale d’une
molécule lireaire. Les orbitales identiques peuvetrte combiges par addition ou
soustraction pour former des orbitales Bmllaires. Les notations de sgtrie s,

p, d etc. de 'atome d’hydrogne deviennent, «, 6 ... . Une orbitale dite liante
est identique souschange des deux atomes, et une orbitale anti-liante cliEnge
signe lors d’une inversion de la néalule. Ces derares sont indigges par un4”
(voir Table 6).

Comme les orbitales atomiques sont 8ésa certainegnergies, leurs combinai-
sons+ et — sont sitiees autour de celles-ci, la combinaison liante plus basse et
la combinaison anti-liante plus haute@mergie. LEclatement entre les combinai-
sons (liante et anti-liante) est proportionelle au recement des deux orbitales
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S+s o liante 55— 58 o* anti-liante
D, + D o* anti-liante D, — P o liante
Pz + Pa Ty liante Do — Pz m:  anti-liante
Dy T Dy Ty liante Py — Dy m, anti-liante
dye+d, o liante d2 —dy2 o* anti-liante
dyr + dy m: anti-liante dyy — dys Ty liante
dy. +dy. m, anti-liante dy. —dy. Ty liante
d12,y2 -+ de,yQ 0,2 liante dm2,y2 — dx2,y2 ;2 anti-liante
gy + dyy Ozy liante gy — dgy 5;;y anti-liante

TAB. 6 — Combinaisons d’'orbitales atomiques donnant des ogkitabéculaires.

atomiques impligées?’ Des orbitales de coeur, bien loc&és sur les atomes, ont
un recouvrement quasiment nul, donc les deux niveaux (@gaanti-liant) reste-
ronta I'eénergie atomique. Des orbitalgs (sur I'axe moéculaire) se recouvrent
plus que les orbitalgs, etp,, perpendiculairea 'axe mokculaire. Les 3 orbitales
Pz Dy €1 p,, de mémeénergie dans I'atome, donneront 4 nived@nergtiques,
dont deux sont doublemenégerérés (voir Fig. 29).

A\ E

FIG. 29 — La combinaison des 3 orbitalepour former une paire d’orbitaleset
o*, puis des orbitales et7*. L'axe de la mokcule est le long de I'axedu regere.

Une orbitale2p atomique est accompagm’une orbitale2s, qui peutégalement
contribuera la formation d’'une orbitale ou o*. En regle ¢grérale ceci est le
cas si lenergie de l'orbital@s est €pakee de moins de 10 eV de celle de I'orbi-
tale 2p. La congquence sur I'ordre des orbitales meallaires est desfe sur la

2’Rappellons la éfinition du recouvrement entre deux orbitajgset ¢ :

Si2 = (da]gn) = / 61 (7)o (7) P
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Figure 30. Nous observons une inversion entre le niveat le niveaus. Si la
differenceénergtique est plus grande que 10eV (okye et fluor), les deux or-
bitaless forment une paire eto* a part, sans perturber les orbitales amllaires
provenant des oritales atomiques

\ E
o*
—
p——— o ——— P
— — I
S S
0)

FiG. 30 — La combinaison des 3 orbitalest une orbitales, avec inversios — p.

Apres avoir vu les possibiis de combinaison d’orbitales atomiques pour for-
mer orbitales mdculaires, nous pouvongpartir leselectrons dans ces orbitales.
Pour cela, lesagles pour les atomes s’appliqué&galement aux métules : les
orbitales sont remplies dans I'ordeeergtique, et les orbitales deémeénergie
sont remplies d’abord avec des spin deme sens — comme lagle de Hund le
préconisait® Dans la figure 31, trois métules homonuéhires sont compaes :

C, et N, (couches ferraes, avec interactiosp) et le diradical Q sans interaction

sp.

7.5.1 Ordre de liaison

En comptant le nombre électrons occupant des orbitales liantes, et ceux occu-
pant des orbitales antiliantes, une relation pituae établie, qui reproduit relati-
vement bien les liaison meses des mélcules diatomiques homoneelires. On
nomme “indice de liaison” 'expression
1

I = 5 (Nliants - Nanti—liants) (349)
OU MNyants €t Nanti—1iants d&Signent les nombres &lectrons dans les types d’or-
bitales respectives. Pour les trois malles de la figure 31 nous trouvons ainsi
I =2(Cy), I =3 (Ny) etencorel = 2 pour O, tout comme nous le connais-
sons des structures Lewis. La table 7 donne les ordres dersii les distances

28par ailleurs pour les &mes raisons, que nous niaillerons pas ici, mais qui sont connues.
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A L T %fw :

o* —H— 2s
f—— ZS—T—% Q_Hg* —H—ZS
1s_H_ H_ﬁg* _H_ 1s 1s_H_ ﬂ_H_g* _H_ 1s 1s_H_ H_Hg* _T_} 1s
Ic=Cl IN=N]| 0=9

FiG. 31 — Comparaison des trois reclles diatomiques £Jgauche), N (mi-
lieu) et G, (droit). En bas de chaque figure est dessilta structure Lewis de la
moléecule.

internuckaires et legnergies de dissociation des molles diatomiques homo-
nucleaires des deux preares @riodes.

Ordre de liaison R, (&) D.(eV)

Hy % 1.060 3.793
H, 1 0.731 4.7476
Hel % 1.08 2.5
He, 0

Li, 1 2.673 1.14
Be, 0

B, 1 1.589 ~ 3.0
C, 2 1.242 6.36
Ny 3 1.094 9.902
0O, 2 1.207 5.213
Fs 1 1.4 1.34

TAB. 7 — Ordre de liaison attrit&uet sultats ex@rimentaux pour quelgques diato-
miques homonuélaires de la prerare et deuwxd@me [@riode.

On pourrait se demander pourquoi la &aile H§' ne figure pas dans la liste
des moécules stables puisqu’il devrait avoir un indice de liaideril tout comme
H,. Cependant, sa dissociation en deux ions ld@ute un termeépulsif. Le di-
cation est correctement plus stable que la situation He % Haais beaucoup
moins favorable que laéparation en deux ions He
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7.6 Des mokcules diatomiques bteronucléaires

Dans le cas d’atomes diffents formant une méetule diatomique, les orbitales
moléculaires cénergie similaire et de sy&trie compatibles so@tcombiner. Nous
avons vu qu’avec des orbitales. etd.- des orbitales mélculaires de sy#trieo
peuventetres fornées. De ramep,, p,, d... etd,, produisent des orbitalesetc.

La notion “liante” et “anti-liante” n’est plus si pronoae que dans le cas des
molécules homonuéhires puisque la sy&trie par rappora I'echange des deux
atomes n’est plus psente. Cependant, on peut signaler si la combinaison ajoute
des noeuda l'orbitale ou nons + s a par exemple moins de nceuds (passages par
zéro de l'orbitale sur I'axe internughire) ques — s. Pour exprimer une orbitale

o (invariant sous rotation autour de I'axe inter@allaire), seules des orbitales

P2, d.2 etc peuvent contribuer, pour une orbitaléesp, etp, et ainsi de suite, ce

qui se trouve dans le tableau suivant :

g; = Z Cai Xa

QES,pz,d 2...

(ﬂ-x)i - Z Cai Xa

Oéepmydmz“-

(Wy)i = Z Cai Xa

QAEPy,dy: ...

(5x2)z = Z Cai Xa

a€ds...

(Gay)i = D CaiXa (350)

QEdgy...

7.6.1 Populations et moment dipolaire

Pour une macule leteronuckaire il serait intressant de savoir, combien
d’électrons sont transfés dans la liaison, pour classer des liaisons en liaisons
plutdt covalentes (sans polarisation de la liaison) etgblidniques (forte po-
larisation jusqua transfert delectrons entiers). &las, la population d’'un atome
dans une m@cule n’est pas une observable, et ne peutgbas determiree par
I'expérience. Cependant, avec les orbitales@oolaires nous pouvons construire
une analyse de population, en essayant d’extraire combiactrons “atomi-
ques” contribuena chaque orbitale metulaire.

Les N électrons d’'une mélcule peuveritre cecomposs en orbitales atomiques
enécrivant

N/2 N/2

N = Z ¢ |¢ QZZZCOMCBZ ch|Xﬁ> (351)

=1 o
Sag
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Les fonctions atomiqueg, ety sont attackes aux atomes, et la double somme
peutétre cecompoBe en terme avec deux orbitales atomiques sur I'atdrraeux
orbitales sur I'atomeB et un troiseme et quat@me terme avec une somme sur les
orbitales deA et une somme sur les orbitales 8 que nous pouvons attribuer
par les orbitalesy “d @émocratiquementa A et B.

Eﬁ: IIDIRDIDIEDIDIEDIDD (352)

acApBeEA acABeEB a€eBpBeEA a€eBpeB

attribuéa A attribuéa B

Les populations del et B sont alors

N/2
Pop(A) = 2} (Z Y CaiCiSapt+ Y D CngiSag)

i=1 \a€cApBeA a€A BEB
N/2

Pop(B) = 2> | D) caicsiSag+ D>, D CaicsiSap| (353)
i=1 \aeB feA «€B BEB

Le moment dipolaire est une facon &fpnentale d’estimer la population des
atomes dans une néule. Il est éfini comme

7= / 7o(7) d*r

Si la moEcule est neutre, la valeur de I'egrale est indpendante du choix de la
position du dile (origine, barycentre de la néaule ...). S'il y a une charge, la
position du didle doitétre fixe auparavant pour donner une valeur unique.

Le lien entre I'analyse de populations et le moment dipelaiest pas toujours
évident. Prenons par exemple la @alle CO, qui pos‘he un moment dipolaire
tres faible. L'analyse de population attribue ®l@ctrons au C, et 8.8lectrons
a I'oxygéne. Comme on s’y attend d'aw lesélectroregativies, on a CO~.
Cependant, le moment meséuwst de signe oppes— C O*.

L

cherge 8+ du noyau de I'oxgge), et €tend plus vers le vide. Le poids de sa
charge @gative est plus important pour le moment dipolaire plusltqubltales
équivalent de I'oxygne. Avec une distance interatomiquelde 1. 13A et le mo-
ment mesuE, on peut calculer un transfert de charge de 0.02 chafge®ntaires,
correspondant au moment dipolaire.

Rappelons-nous que la distribution de charge est tri-dimenslle, et le modle
des populations et charges atomiqueshuita des points chaég dans I'espace.

7.6.2 *Forces surles atomes : le #oreme de Hellmann et Feynman

Pour pouvoir pédire la ¢geonetrie d’'une madcule, on doit minimiser&nergie en
modifiant la gonetrie — nous I'avons fait pour trouver la distanceeduilibre de
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la molecule H et H,. En dehors de la position @quilibre, une force agit sur les
atomes. On la calcule comme l&@rilvée de |Energie totale par rapport aux co-
ordorées des atomes. En 1933 Pauli, edpdndemment Hellmann 1937 et Feyn-
mart® 1939 trouvaient une propgie asse£tonnante des forces sur les atomes.
D’abord nousécrivons la force commegdivée par rapporia un parangtre \ :

oF 0 0 _ =~
Byo= =08 o Dy = ) Ly - 2wl (359
Si U respecte quation de Sclidinger HU = FE ¥ et ¥ est normalig pour
toute valeur de\, alors le 2™¢ terme disparé d’aprés

) ) )
2  VHY) = 2B (ZL0|0) = B0 (@w) = 0 (355)

=1

Il suffit alors de @river I’'hamiltonien par rapport aux paragtres, et de laisser la
fonction d’onde intacte.

O
= -V |—HV 356
L’hamiltonien pour une mélcule estq, j désigne le€lectronsy et les noyaux)
Z Zﬁ
_ —*Z Ry yES +Y == (57
R | a<pf |R | 1<j |TZ TJ

gue nous devongediver par rapport aux coordorés des noyauX,. La dérivée
partielle est

0 (2 — Xa) Zg(Xa — Xp)
0= —z, o) _ g . 358
0Xa Z 7 — Rol? zB: | Ro — Rgl? (359

ce qui nous amne avec les 3 composantes de la posifignd’'un noyaua avec
chargeZ, a

— r _’_R)a ] — 2
P /Wjﬁjiw (359
|75 — Ral? 5 |Ra — Rpl?

ce qui n’est rien d’autre que la force sur une chatgequi se trouve dans une dis-
tribution de charge€lectroniques-p(7) et des autres noyauZs. Les forces sont
alors des forceg&lectrostatiques seules, pourvu que la fonction d’ondeissea
I'équation de Sclidinger.

2R, P. FeynmayPhys.Rev.56 (1939) 340
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