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Avant-propos

Ce manuscrit refl̀ete le cours du LC202, tel qu’il áet́e donńe au 2e semestre de
l’année scolaire 2009/2010̀a l’universit́e Pierre et Marie Curie, avec des correc-
tions mineures pour la version actuelle. Ce cours est basé sur les notes de mon
prédecesseur, le professeur B. SILVI,à qui j’adresse mes remerciements pour le
travail de pŕeparation, et de m’avoir laissé ce document. L’utilisation en deuxième
anńee de licence de Chimièa l’UPMC nécessitait quelques révisions et explica-
tions suppĺementaires. En gardant la structure originale j’espère avoir pu rendre ce
document accessible, sans néanmoins enlever les ouvertures vers desétudes plus
avanćees.
Dans ce fascicule différentiation et int́egration en plusieurs variables seront uti-
lisées,éléments math́ematiques ńecessaires et géńeralement enseignés en m̂eme
temps dans un parcours de chimie. Bien que théorique, le cours est parsémé
d’exercices et d’applications simples, complétant ainsi l’ensemble des exercices
de travaux encadrés et travaux pratiques proposées dans cet enseignement.
Je remercie mes collègues K. Le Guen et L. Journel pour leurs contributions et la
relecture.
P. Reinhardt,́et́e 2010

Avant-propos, II

Ce cours s’adresse auxétudiants de deuxième et de troisième anńees de licence
de Chimie. Il propose une introductionà la Chimie Quantique qui correspond au
programme de l’unit́e d’enseignement LC202. Je me suis efforcé d’introduire les
concepts issus de l’application de la Mécanique Quantique de façon rigoureuse et
détaillée.
Lesétudiants trouveront les démonstrations mathématiques qui bien que ne faisant
pas partie du programme sont susceptibles d’en faciliter lacompŕehension. (B.
Silvi, 2008)

Conseils pratiques

Le cours est diviśe en parties plus faciles̀a assimiler que d’autres. Les parties en
italiquecorrespondent̀a des compĺements qui permettent au lecteur d’approfondir
ses connaissances et de lui apporter une meilleure compréhension du cours. Dans
la table des matières les paragraphes correspondants sont indiquées par un ou deux
ast́erisques. Quelques exercices ontét́e int́egŕes au texte afin d’amener le lecteur
aux ŕesultats.
(P. Reinhardt, 2008)

Pŕeparation pour le CNED : P. Reinhardt et L. Journel
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6 Atomes polýelectroniques 70
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1 Geǹese de la Ḿecanique Quantique

Le début du du XXe siècle aét́e le th́eâtre de plusieurs révolutions scientifiques au
cours desquelles le paradigme de la mécanique classique áet́e remis en question
avec la th́eorie de la relativit́e et la ḿecanique quantique. Les lois de la mécanique
classique,́enonćees par Isaac Newton dans son ouvragePhilosophiae Naturalis
Principia Mathematicapublié en 1686, ont́et́e utilisées avec succès pendant plus
de 200 ans pour interpréter tous les ph́enom̀enes connus en physique et en as-
tronomie. Cependant,̀a la fin du XIXe siècle, de nouveaux faits expérimentaux
concernant la nature de la lumière, son interaction avec la matière ainsi que la
structureélectronique des atomes et des molécules ne pouvaient̂etre expliqúes
par la ḿecanique classique, ce qui amena les physiciensà d́evelopper une nou-
velle th́eorie, la ḿecanique quantique.
Deux conceptions apparemment antagonistes de la lumière se sont succéd́ees au
cours de l’histoire. L’optique ǵeoḿetrique explique les ph́enom̀enes de ŕeflexion
et de ŕefractionà l’aide d’un mod̀ele òu la lumìere est constitúee de corpuscules,
émis par les corps lumineux, se propageant en ligne droite dans l’espace, l’air, les
corps transparents et homogènes. La d́ecouverte des phénom̀enes de diffraction et
d’interférences a amené les physiciens̀a adopter une description ondulatoire de la
lumière qui trouve son apogée avec leśequations de Maxwell. Au cours du XIXe

siècle, le d́eveloppement de la spectroscopie, puis le problème du rayonnement du
corps noir initíe par Kirchhoff ont montŕe les limites de la description purement
ondulatoire.
La chimie, parlant de la matière et ses transformations, se trouvait alors
étroitement líeeà ces d́eveloppements spectroscopiques.

1.1 Le d́eveloppement de la spectroscopie

Au début du 19e siècle, John Dalton formule l’hypothèse d’atomes et d’éléments,
constituants de la matière et dirigeant leurs transformations en proportions stoe-
chiométriques. En 1802, William Hyde Wollaston est le premierà observer la
présence de lignes sombres dans le spectre de la lumière solaire mais sans les
étudier syst́ematiquement níemettre d’hypoth̀eses sur leurs origines. En 1815 Jo-
seph von Fraunhofer observe des centaines de lignes dans le spectre (continu) du
soleil et en donne les fréquences avec une précision jusqu’alors inconnue.
Ceci a permis le d́eveloppement de deux chemins de la chimie : d’un côté
l’isolation deséléments chimiques vers le tableau de Mendeleiev (1869),1 la
détermination des masses atomiques et des réseaux cristallins ; et de l’autre l’iden-

1notons que J. W. v. Goethéecrit en 1809 “Les affinit́es électives”, comparant des passions
humaines̀a des propríet́es atomiques
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tification deśeléments chimiques par leurs spectres d’émission (Herschel 1822).
Les progr̀es technologiques permettent au physicien suédois Anders Jonas
Ångstr̈om de mesurer en 1868 les longueurs d’onde du spectre de la lumière so-
laire dans le domaine visible avec une grande précision. Cette pŕecision des me-
sures fut encore augmentée gr̂aceà l’enregistrement photographique mis au point
par Rowland vers 1882. A cetteépoque les spectres de la plupart deséléments sont
connus, sans pouvoir cependant trouver une systématique. Kirchhoff et Bunsen
remarquent d́ejà en 1859 que certains spectres correspondent aux raies observées
par Fraunhofer dans le spectre solaire.
En 1885, Balmer proposa2 une loi de distribution des longueurs d’onde du spectre
de l’hydrog̀eneétablieà partir des 14 raies connues. Dans la limite des erreurs
exṕerimentales, chaque longueur d’onde est donnée par la relation :

λ = C
m2

m2 − 4
(1)

Cette formule reste ńeanmoins inapplicable pour d’autres spectres connus. Jo-
hannes Rydberg propose de l’écrire de la façon suivante

1

λ
= A− R

(n− α)2
(2)

avecR = (109677.759 ± 0.005) cm−1 (constante de Rydberg), puis Walter Ritz
en 1908 donne une formule plus géńerale (anticiṕee d́ejà par Balmer dans sa pu-
blication de 1885, mais sans preuve expérimentale)

1

λ
= R

(
1

n2
− 1

m2

)
(3)

avecn = 2 et m > n pour reproduire les positions des raies que Balmer a
utilisé, sanśetablir pour autant un lien physique entre la longueur d’onde et les
nombres/constantes dans les formules. Nous savons aujourd’hui que ce lien est
donńe par la relation entre la longueur d’onde et l’énergie transportée par la
lumière.

1.2 Ondes et́energie

Pour y voir plus clair il faut faire une petite excursion versla nature de la lumière.
Ce sont des ondesélectromagńetiques, qui se propagent dans l’espace avec une vi-
tesse limit́ee, la ćelérité mise eńevidence par Ole R̈omer en 1675 par observation
des lunes du Jupiter, puis en 1849 sur terre par A. H. Fizeau. La th́eorie des ondes
a ét́e bienétudíe par Newton, Huygens, Fresnel et Maxwell. Ce dernier donnait
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une th́eorie compl̀ete de l’́electrodynamique, et H. Hertz montrait qu’en effet des
ondeśelectromagńetiques pouvaient transporter de l’énergièa travers l’espace.
Une onde (̀a une dimension) caractériśee par une fŕequence et une longueur d’onde
λ se d́eplace avec une vitessec. Elle est d́ecrite par une fonction du tempst et de
l’espace selon

A(x, t+ ∆t) = A(x− c∆t, t) (4)

Si la fonction a la formeA(x, t0) = A0 sin 2πx/λ pour un temps initialt0, nous
avons au tempst0 + ∆t la fonction

A(x, t0 + ∆t) = A0 sin
(

2π

λ
(x− c∆t)

)
= A0 sin 2π

(
x

λ
− c

λ
∆t
)

(5)

Pour retrouver exactement la même situation qu’au tempst0 nous pouvons
– attendreà un endroitx fixe un tempsτ = λ/c, donc nous retrouvons la

fréquenceν = 1/τ = c/λ
– se d́eplacer deλ pour un tempst fixe, ce qui donne la longueur d’onde.
La fonctionA(x, t) est en fait la solution d’unéequation diff́erentielle partielle

∂2

∂x2
A(x, t) =

1

c2
∂2

∂t2
A(x, t) (6)

où la d́erivée par rapport̀a t ne concerne pas la variablex et vice versa.

Exercice : vérifier que la fonctionA(x, t) = A0 sin 2π
(

x
λ
− c

λ
t
)

obéit à
l’ équation diff́erentielle, eńetablissant la d́erivée seconde par rapportà x, puis
par rapport̀a t.

2Johann Jakob Balmer (1825-1898), Annalen der Physik,261(1885) 80
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Pour l’instant rien n’est dit sur le transport d’énergie par ondéelectromagńetique.
Nous pouvons constater qu’en augmentant l’intensité d’une source lumineuse,
nous pouvons transporter davantage d’énergie, qui peut par exemple chauffer un
objet. Un pas important áet́eétabli par l’observation que la fréquence du rayonne-
ment change avec la température de la source (braises, boulets rouges, chauffage
à blanc, ...). Wilhelm Wien donne en 1894 la relation entre lalongueur d’onde du
maximum de la distribution de l’intensité et la temṕerature

λmax · T = const . (7)

Cette loi peut̂etre combińee avec la loi de Stefan et Boltzmann (1880), qui donne
la quantit́e d’énergiéemise par unit́e de surface d’un corps chaud

E = σ T 4 (8)

ce qui permet par exemple de déduire de la distribution des intensités en fonction
de la fŕequence du spectre continu du soleil sa température de la surface (5400 K),
ou prendre par un bolom̀etre la temṕerature d’un objet difficilement accessible,
voire même la temṕerature du corps humain sans contact matériel direct.
Cependant, nous n’avons toujours pas une relation directe entre la fŕequence et
l’ énergie. Deux approches indépendantes pouvaient y amener via l’hypothèse de
quantification, et ainsìa la ḿecanique quantique :
– la d́erivation de la formule de Planck en 1900
– l’explication de l’effet photóelectrique par Einstein 1905
Historiquement, il a fallu attendre la deuxième approche pour donner naissance
de la ḿecanique quantique.

1.3 ∗Le rayonnement du corps noir

En physique, un corps noir désigne un objet id́eal dont le spectréelectromagńetique ne
dépend que de sa température. En pratique, un tel objet matériel n’existe pas, mais il
représente un cas id́ealiśe servant de ŕef́erence pour les physiciens. L’adjectif« noir »

signifie ici que l’objet absorbe tout le rayonnement qu’il reçoit sansen ŕefléchir ni en
transmettre. L’objet ŕeel se rapprochant le plus du corps noir est l’intérieur d’un four dont
l’une des faces est percée d’un petit trou laissant passer un infime partie du rayonnement
afin de permettre l’observation. Les courbesà différentes temṕeratures de l’intensit́e en
fonction de la longueur d’onde observées avec un modèle exṕerimental sont reproduites
figure 1.
L’interprétation de ces ŕesultats exṕerimentaux donna lieùa une controverse parce
qu’une loi propośee par Wilhelm Wien

φλ =
C

λ5

1

e(
c

λT )
(9)
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FIG. 1 – Diagramme de l’intensit́e lumineuse du rayonnement du corps noir en
fonction de la longueur d’onde.

fournissait une tr̀es bonne repŕesentation des résultats exṕerimentaux dans le domaine
des hautes fŕequences, tandis qu’une formule de Rayleigh et Jeans

Lλ =
2kcT

λ4
(10)

s’avérait très satisfaisante pour les basses fréquences. Malheureusement, ces deux for-
mulesétant tr̀es diff́erentes, il apparut impossible de les combiner en une formule unique.
D’autre part, l’utilisation de la ḿecanique classique conduità une absurdit́e : quand la
longueur d’onde tend vers zéro, l’intensit́e, en d’autres termes l’énergie rayonńee, tend
vers l’infini. En 1900, Max Planck proposa l’hypothèse des quanta : l’énergie n’est pas
émise de manière continue, mais par paquets dont la tailleE dépend de la longueur
d’onde :

E = hν =
hc

λ
(11)

h = 6, 6260693× 10−34J.s

En utilisant la ḿecanique statistique, il put dériver une relation universelle de l’excitance
énerǵetique en fonction de la longueur d’onde (1900) :

M0(λ) =
2πhc2

λ5 × 1

ehc/λkT − 1
W.m−3 (12)
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En int́egrant cette densité spectrale sur toutes les longueurs d’onde apparaı̂t une loi
connue et d́ecouverte par Stefan et Boltzmann en 1880 :

∫ ∞

0
M0(λ) dλ ≃ T 4 (13)

avec la constante de Stefan-Boltzmann

σ =
k4 π4

15 c4 h4
= 5.6704× 10−8 JK−4m−2s−1

donnant ainsi le flux d’́energie (perte par rayonnement) d’un corps noir par unité de
surface en fonction de la température. En d́erivant la densit́e spectrale (́eq. 12) par rapport
àλ, on obtient la loi de Wien (1894), qui décrit un rapport entre le maximum de la densité
spectrale et la temṕerature :

λmax T = const. (14)

La formule de Planck ŕesout l’́enigme pośe par la loi de Wien et la formule de Rayleigh-
Jeans, et contient deux lois connues liant rayonnement et température.

1.4 L’effet photoélectrique

L’effet photóelectrique d́ecouvert en 1839 par Alexandre Edmond Becquerel3 et
étudíe syst́ematiquement par Heinrich Hertz et Wilhelm Hallwachs — Pierre Le-
nard a identifíe les particuleśemises comme deśelectrons — áet́e expliqúe par
la suite par Einsteiǹa l’aide de la th́eorie des quanta. L’effet photoélectrique est
le ph́enom̀ene de l’́emission d’́electrons par une surface métallique soumisèa un
rayonnement́electromagńetique. L’́emission ne se produit que si la fréquence de
la lumière est suṕerieureà un seuil d́ependant de la nature du métal. L’intensit́e
du courant est proportionnellèa celle de la source de rayonnement, par contre la
vitesse deśelectrons ne d́epend que de la fréquence du rayonnement. La théorie
classique est incapable de rendre compte de ce phénom̀ene : si la lumìere est
consid́eŕee comme une onde, il est possible d’apporter suffisamment d’énergie au
métal en augmentant le flux lumineux indépendemment de la longueur d’onde,
ce qui est contraire aux résultats exṕerimentaux. En 1905, Einstein postule que
le rayonnement lumineux consiste en un jet de corpuscules appeĺesphotonsde
masse nulle, d’énergiehν et se propageant dans le videà la vitessec.

E = hν =
hc

λ
(15)

h = 6, 6260693× 10−34J.s

31820-1891, p̀ere de Henri Becquerel, professeur de physique au CNAM et MNHN
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φ étant l’́energie d’extraction requise pouréjecter unélectron, seuls les photons
posśedant uneénergiehν suṕerieureà φ sont capables d’éjecter unélectron.
L’ énergie cińetique deśelectronśemis est donńee par la relation :

1

2
mv2 = hν − φ (16)

Le nombre d’́electronśemis, c’est-̀a-dire l’intensit́e du courant́electrique, est pro-
portionnel au nombre de photons possédant unéenergie suṕerieureàφ.
Nous avons ainsi une relation entre uneénergie et une longueur d’onde, ce qui
nous permet d’́ecrire la formule de Balmer par des différences d’́energie

∆E ∼ 1

λ
= R

(
1

n2
− 1

m2

)
(17)

indiquant des sauts entreétats d’́energie diff́erents.
Avant de repondrèa la question “qui saute et comment” entre deux niveaux
d’énergie diff́erents, il est ńecessaire de regarder comment est constitué un atome.
Nous allons discuter pour cela les différents mod̀eles d́ecrivant la structure ato-
mique.

1.5 Modéles d’un atome

La gr̂ece antique a vu proposer l’idée d’un corps le plus petit et indivisible, consi-
tuant ainsi la matìere (D́emocrite). Puis Dalton, Faraday et Haüy ont construit
les ŕeactions chimiques et les réseaux cristallins̀a partir de quantit́es de matìere
élémentaires, sans pour autant donner leur taille ou poids. Avec la possibilit́e de
produire des rayonnements cathodiques, on a pu extraire desparticules indivi-
duelles de la matière. Millikan d́eterminait une chargéelémentairee en regar-
dant avec pŕecision sous un microscope, l’accélération produite par un champs
électrostatique sur des gouttelettes chargées d’huile. Une mole de cette charge
élémentaire donne la constante de Faraday (96400 C), connue de l’ électrochimie.
En forçant un rayon cathodique sur un cercle on pouvait déterminer le rapport
e/m des particules du rayonnement. On trouve toujours des particules du m̂eme
signe de charge, et jamais de charge opposée. Ceci am̀eneà l’idée qu’un atome
est constitúe d’un nombreZ d’électrons de massem et de chargee, puis d’une
matìere compĺementaire indivisible, constituant ainsi l’élément No.Z de la clas-
sification ṕeriodique. Les exṕeriences de Rutherford de collision d’une feuille
fine d’or par de noyaux d’atomes d’hélium (1911) d́emontraient que l’́etendue
de cette matìere compĺementaire doit̂etre petite par rapport au volume atomique
(par exemple dans un solide). Moseley4 pouvait d́emontrer en 1913 que le rayon-

4Moseley aurait reçu le prix Nobel 1916 pour sa découverte, s’il n’́etait pas tomb́e à Gallipoli
en 1915
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nement le pluśenerǵetique d’un atome de nuḿero atomiqueZ absorb́e correspond
à une fŕequenceν (= 1/λ) proportionnellèa (Z − α)2 avec un constanteα.

1.6 Le mod̀ele de Bohr de l’atome d’hydrog̀ene

Le mod̀ele propośe par Niels Bohr en 1913 est historiquement très important dans
la mesure òu il permet de reconstruire le spectre de l’atome d’hydrogène,à l’ori-
gine de la formule de Balmer. L’atome est constitué d’un noyau de charge+e et
d’un électron de masseme et de charge−e. Bohr formule trois hypoth̀eses :

1. L’électron d́ecrit une orbite circulaire de rayona et est soumis au potentiel
électrostatiquéelectron-noyau, c’est̀a direà une force attractive (en posant
4πǫ0 = 1)5

|F| = e2

a2
(18)

Cette force est́egaleà la force centrip̀etemev
2/a où v est la vitesse de

l’ électron. L’́energie cińetique du syst̀eme est alors

T =
1

2
mev

2 =
e2

2a
(19)

L’ énergie potentielle Coulombienne a pour expression

V = −e
2

a
(20)

ce qui s’obtient par int́egration de la force contre le chemin pour enlever
l’ électron de l’atome :

V (r) = −
∫ ∞

a
F (r) dr = −

∫ ∞

a

e2

r2
dr =

[
e2

r

]∞

a

= −e
2

a

L’ énergie totale est donc :

E = T + V =
e2

2a
− e2

a
= − e

2

2a
(21)

2. Le moment angulaire multiplié par2π estégalà un nombre entier de fois la
constante de Planck (hypothèse de quantification)

|L| = mea
2ϕ̇ = mav =

nh

2π
= nh̄ (22)

5En effet, la valeur du facteur4πǫ0 dépend du système d’unit́es utiliśe. Il accompagne toujours
la chargeélémentairee pour transformer les unités. Ainsi le rapporte2/(4πǫ0) porte des unit́es
kg, m et s. Par conśequent il n’est pas utile de simplifier le facteur2π de h̄ avec le facteur4π de
ce facteur de conversion.
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où

h̄ =
h

2π
(23)

En combinant leśequations (19) et (22) pourélimierv, nous avons :

a =
n2h̄2

mee
2 = n2a0 (24)

où

a0 =
h̄2

mee
2 (25)

désigne la première orbite de Bohr.
L’ énergie a pour expression :

En = − mee
4

2n2h̄2 (26)

3. La fréquence d’une ligne spectrale est proportionnelleà la différence
d’énergie entre deux́etats correspondants aux rayons orbitauxa1 eta2

hν = E2 − E1 =
2π2mee

4

h3

(
1

n2
1

− 1

n2
2

)
(27)

et elle peut̂etre observ́ee enémission (spectre d’une lampeà hydrog̀ene)
et en absorption (raies noires dans le spectre du soleil, découvertes par J.
Fraunhofer, montrant ainsi la présence d’atomesdans l’espace interstel-
laire). Remarquons quen1 < n2 doit être respecté pour que l’expression
reste positive.

La constante de Rydberg est maintenant exprimé par des constantes fondamen-
talesme, e, c eth. Le rayon des orbites successives a pour expression :

an =
h2

4π2mee
2n

2 (28)

dans cette dernièreéquation le rayon de la première orbite (n = 1) est historique-
ment not́ea0 et a pour valeur :

a0 = 0, 52917715× 10−10 m

La śerie observ́ee par Balmer est donné pourn1 = 2 etn2 > 2. Les autres śeries
sont appelĺes Lyman (n1 = 1, mesuŕee 1906–1914), Paschen (n1 = 3, 1908),
Brackett (n1 = 4, 1922) et Pfund (n1 = 5, 1924), en honneur des auteurs de leur
publication. Les dates d’observation reflètent le progr̀es des possibilités d’enregis-
trement des rayonnements dans des différents domaines spectraux. Dans la figure
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FIG. 2 – Diagramme de lignes spectrales de l’atome d’hydrogène, dans une
échelle logarithmique.

nous voyons que les séries de Lyman et Balmer sont bien sépaŕees, tandis que les
autres sont intercalées.
En choississant une chargeZ+ (ion hydroǵenöıde, He+, Li2+ etc.) au lieu de
l’atome neutre d’hydrog̀ene, on remplacee2 parZ e2 dans l’attractiońelectron-
noyau dueà la force Coulombienne. Par conséquent, la formule d’un niveau
d’énergie prend sa forme géńerale

En(Z) = −R Z2

n2
(29)

et nous pouvonśecrire pour des diff́erences d’́energie entre deux niveauxn1 etn2

h ν = En1,n2
(Z) = −RZ2

(
1

n2
1

− 1

n2
2

)
= −R

(
1

(n1/Z)2
− 1

(n2/Z)2

)
(30)

Cette dernìereégalit́e montre que les raies du spectre de l’hydrogène peuvent̂etre
observ́ees pour n’importe quel hydrogénöıde, il suffit de passer deZ = 1 etn1 à
Z et n′

1 = Z n1 (de m̂eme pourn2). Par exemple les raies de la série de Balmer
de l’atome d’hydrog̀ene sont comprises exactement dans le spectre de l’ionN6+

pourn1 = 14, carZ/n1 = 1/2 (H) = 7/14 (N6+). n2 = 3 correspondrait ainsi
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à n′
2 = 21, ce qui montre que la sérien1 = 14 de l’azote hydroǵenöıde poss̀ede

bien plus de raies que la série de Balmer de l’hydrog̀ene : toutes les raies avec
n′

2 = 15 . . . 20 par exemple ne sont pas présentes dans le spectre de l’hydrogène.
Le mod̀ele de Bohr permettait ainsi d’expliquer l’équivalence d’absorption et
d’émission, et contenaitégalement la proportionalitéE ∼ (Z − α)2 de la loi de
Moseley en supposant que certainsélectrons se comportaient comme desélectrons
dans un atome hydrogénöıde.
Il laissait cependant des questions ouvertes :
– Comment expliquer qu’une charge en mouvement continu n’émet pas conti-

nuellement du rayonnement contrairement aux lois de l’électrodynamique ?
– Qu’est-ce qu’uńelectron, un noyau, bref la matière : une onde, une particule ?
– Comment faire le lien entre un mouvement “classique” d’une particule charǵee

(électron) libre et son mouvement dans un atome ?

1.7 La relation de de Broglie et la dualit́e onde-corpuscule

Dans la ćelèbre relation d’Einstein (1905)

E = mc2 (31)

la masse du système m n’est en ǵeńeral pas consid́eŕee invariante, mais
dépendante de la vitesse. En introduisant la masse au reposm0, l’ équation 31
s’écrit sous la forme :

E =
√
m2

0 c
4 + p2 c2 (32)

où p désigne la quantité de mouvement du système. Les photons sont des parti-
cules de masse nulle au repos dont l’énergie est inversement proportionelleà la
longueur d’onde du rayonnement

E = hν =
hc

λ

L’ équation 32 devient ainsi :

E = pc =
h c

λ
(33)

En 1924, de Broglie ǵeńeralisa cette relation, entre la quantité de mouvement
classique et la longueur d’onde, aux particules de masse au repos non nullem0

animées d’une vitessev :

λ =
h

m0 v
(34)
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La relation de de Broglie n’est pas en contradiction avec la relation d’Einstein :
pour des particules de masse non-nulle, nous pouvons développer la racine

E =
√
m2

0 c
4 + p2 c2 = m0 c

2

√

1 +
v2

c2
≈ m0 c

2 +
1

2
m0 v

2 (35)

afin de śeparer l’́energie associéeà la masse au repos donnée par la relation d’Ein-
steinE = m0 c

2 et l’énergie cińetiqueEc = p2/(2m0) li ée au mouvement. Un
photon ne poss̀ede que de l’́energie cińetique.
Un corpuscule matériel en mouvement aura donc une onde qui lui sera associée.
La découverte de la diffraction desélectrons par les réseaux cristallins par G. P.
Thomson d’une part et par Davisson et Germer d’autre part a apport́e une confir-
mationéclatante aux id́ees de Louis de Broglie. Plus convaincante encore est la
diffraction d’atomes ou de molécules par Stern et Gerlach en 1932. L’inverse, la
collision puis transfert d’́energie d’un photon vers uńelectron, est appellé effet
Compton : le perte de l’énergie cińetique du photon résulte en un changement de
fréquence en parfaite cohérence avec les lois de collisionsélastiques classiques,
décrites par Newton.
Par ailleurs, une conséquence de la loi de de Broglie pour l’atome de Bohr est la
suivante : du postulatmvn rn = n h̄ suit avecpn = mvn l’ égalit́e

nh = 2π rn pn = 2π rn
h

λn

−→ nλn = 2π rn (36)

c’est-̀a-dire les orbites sont des multiples de la longueur d’onde assocíee à
l’ électron “en mouvement”.

1.8 ∗ L’effet Compton

L’effet Compton6 est une autre preuve en faveur de la nature corpusculaire de la lumière.
Dans la diffusion ińelastique des rayons X par desélectrons libres ou quasi-libres, la
longueur d’onde du rayonnement diffusé est suṕerieureà celle du rayonnement incident.
La différence∆λ est fonction de l’angleθ formé par la direction du rayonnement inci-
dent et la direction d’observation de la lumière diffuśee (cf. sch́ema ci-dessous). Les lois
de conservation de l’énergie et de la quantité de mouvement impliquent leséquations
suivantes :

hc

λ
=

hc

λ′
+

1

2
mev

2 =
hc

λ′
+

1

2
me

(
v2
‖ + v2

⊥

)

h

λ
=

h

λ′
cos θ +mev‖

6Arthur H. Compton, Phys. Rev. ,5 (1923) 483
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FIG. 3 –Diffusion d’un photon par uńelectron au repos

0 =
h

λ′
sin θ −mev⊥ (37)

oùme etv (décompośe en une composante parallèle et une composante perpendiculaireà
la direction du photon initial) d́esignent la masse et la vitesse après collision de l’́electron
diffuśe. En combinant ces relations pouréliminer la vitesse de l’électron nous obtenons

hc

(
1

λ
− 1

λ′

)
=

h2

2me

(
sin2 θ

(λ′)2
+

cos2 θ

(λ′)2
+

1

λ2
− 2 cos θ

λλ′

)

=
h2

2me

(
1

λ
− 1

λ′

)2

+
h2

me λλ′
(1− cos θ)︸ ︷︷ ︸

2 sin2 θ
2

λ′ − λ =
h

2mec
λλ′

(
1

λ
− 1

λ′

)2

︸ ︷︷ ︸
=(λ′−λ)λ′

−λ
λλ′

+
2h

mec
sin2 θ

2
(38)

d’où l’on déduit la formule de Compton :

∆λ = λ′ − λ =
2h

mec
sin2 θ

2
(39)

1.9 Interpr étation

De ce qui pŕec̀ede, nous pouvons conclure que
– Lesélectrons ne suivent pas des mouvements classiques dans lesatomes.
– Le changement d’état d’un atome se fait par saut (quantique).
– L’ensemble d’un grand nombre d’atomes se comporte comme uncorps clas-

sique.
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Si l’on veut d́eterminer l’́etat d’un syst̀eme, on provoque une réaction qui d́etruit
l’ état — une deuxième mesure ne donne plus le même ŕesultat. Il faut un forma-
lisme radicalement diff́erent, òu les loi de la causalité ne s’appliquent plus : une
théorie probabiliste. Avec une certaine probabilité on trouve un système quantique
dans uńetat, puis une deuxième mesure le donne peut-être dans le m̂emeétat, mais
il se peut qu’il soit dans un autréetat.
Le transfert d’́energie se fait paŕechange de particules quantiques (photons), dont
le contenu est d́efini par

E =
h c

λ
(40)

qui lie intimement longueur d’onde eténergie transmissible par photon.
Puisqu’un photon relie deux́etats et exprime leur différenceen énergie, Wer-
ner Heisenberg propose en 1925 une nouvelle mécanique baśee sur des quan-
tités à deux indices, des matrices. Cette théorie de ḿecanique matricielle,
quoiqueéquivalente, áet́e rapidement supplantée par l’utilisation de l’́equation
de Schr̈odinger, que nous allons utiliser par la suite.

1.10 L’équation de Schr̈odinger

Alternativement, Erwin Schrödinger propose en 1926 uneéquation diff́erentielle,
de premier ordre dans le temps et de deuxième ordre dans l’espace, dont la so-
lution Ψ(x, t) décrit un syst̀eme quantique. Le premier ordre dans le temps ne
nécessite que la connaissance de l’étatà un temps initial (Ψ(x, t0)) pour trouver
la propagation dans le temps.

i h̄
∂

∂t
Ψ(x, t) = − h̄2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) + V (x)Ψ(x, t) (41)

avec

h̄ =
h

2π
.

En introduisant l’opérateur Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) nous pouvons intégrer cette

équation formellement dans le temps pour obtenir l’évolution d’une fonction
d’ondeà t = t0 :

Ψ(x, t) = e−ı(Ĥ/h̄) (t−t0) Ψ(x, t0) (42)

Si l’exposant peut̂etreécrit comme un simple nombre

e−ı(Ĥ/h̄) (t−t0) Ψ(x, t0) −→ e−ı(E/h̄) (t−t0) Ψ(x, t0) (43)

alors nous pouvons faire facilement la dérivation partielle par rapport au tempst

ıh̄
∂

∂t
e−ı(E/h̄) (t−t0) Ψ(x, t0) = E e−ı(E/h̄) (t−t0) Ψ(x, t0) (44)
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et en comparant le résultat avec l’́eq. 41 nous tenons l’équation de Schrödinger
indépendante du tempst :

Ĥ Ψ(x, t) = E Ψ(x, t) . (45)

Quelques notions̀a éclaircir :
– Ψ(x, t) est une fonctiondans l’espace et le temps
– Ĥ est un oṕerateur, qui transformeΨ en une autre fonction dans l’espace et

temps (un oṕerateur porte un petit chapeaûH)

Pour queΨ(x, t) devienne une distributon de probabilités, Schr̈odinger postule
avec ∫ ∞

−∞
Ψ∗(x, t) Ψ(x, t) dx = 1 (46)

que
– une exṕerience donne une valeur dont la moyenne sur un grand nombre de

mesures est donnée par la moyenne d’un opérateur:

Ames = 〈Â〉Ψ =
∫ ∞

−∞
Ψ∗(x, t)ÂΨ(x, t) dx (47)

L’opérateurĤ propośe dans l’́equation de Schrödinger contient deux parties dis-
tinctes, une deuxième d́erivée et un potentiel̂V (x). Par conśequent, l’́energie po-
tentielle d’une distributionΨ est donńee par la moyenne

〈V̂ (x)〉Ψ = 〈Ψ|V̂ (x)|Ψ〉 =
∫ ∞

−∞
Ψ(x)∗V (x)Ψ(x) dx (48)

où nous avons introduit une notation〈 | | 〉 pour exprimer les int́egrations sur
toutes les variables de l’espace, que nous allons utiliser par la suite.
En analogie avec la ḿecanique classique nous pouvons identifier la dérivée dans

l’espace− h̄

2m

∂2

∂x2
avec l’́energie cińetiquep2/(2m). Avant de poursuivre cela,

nous allons passer de l’espace unidimensionnel, décrit parx, à l’espace tridimen-
sionnel. Nous devons alors remplacer la dérivée par le gradient ou le vecteur des
dérivées partielles

~̂∇ =



∂/∂x
∂/∂y
∂/∂z




qui est ǵeńeralement appelé Nabla,7 et dont le carŕe

~̂∇ ~̂∇ = ∆̂ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

7 ~∇f(~x) est le gradient def à la position~x
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est l’oṕerateur laplacien, connue en mécanique par exemple dans la description
des ondes, ou bien pour décrire la diffusion ou la conductivité thermique.
En toute ǵeńeralit́e pour une particule dans l’espace tridimensionnel, soumiseà un
potentielV̂ (~r), l’ équation de Schrödinger ind́ependante du temps prend la forme

(
− h̄

2m
~̂∇

2

+ V̂ (~r)

)
Ψ(~r) = EΨ(~r) (49)
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2 Aspects math́ematiques et postulats

Les grandeurs physiques que l’ont peut observer en Physique(position, vitesse,
quantit́e de mouvement,́energie, masse, etc...) sont appeléesobservables. En
mécanique classique, chaque observable est une fonction desautres variables
définissant l’́etat du syst̀eme. Par exemple, siE est l’énergie d’une particulèa
la positionr au tempst, E(r, t) est d́efini quandr et t sont sṕecifiés, en d’autres
termes l’́etat dynamique du système est d́efini à chaque instant par les valeurs
prises par les variables dynamiques. En mécanique quantique, la relation entre
états dynamiques et variables dynamiques est beaucoup moins directe. Cela a
pour conśequence que, du point de vue mathématique, les oṕerateurs jouent un
rôle pŕepond́erant. L’objet des paragraphes suivants est d’apporter un ensemble
minimale de d́efinitions math́ematiques et de théor̀emes ńecessaires pour la suite..

2.1 Définitions

2.1.1 Oṕerateur

Un oṕerateurÂ est une oṕeration math́ematique qui transforme une fonctionϕ(x)
en une autre fonctionf(x) :

f(x) = Â ϕ(x) (50)

2.1.2 Oṕerateur lin éaire

Si pour des nombresa et b et des fonctionsϕ1(x) etϕ2(x) on a

Â (aϕ1(x) + b ϕ2(x)) = a Â ϕ1(x) + b Â ϕ2(x) (51)

On appelleÂ un oṕerateur lińeaire. L’application deÂ sur une combinaison
linéaire de fonctions est́egale à la combinaison lińeaire des applications de
l’opérateur sur les fonctions seules.

2.1.3 Oṕerateurs différentiels

Un oṕerateur faisant appelà des d́erivées (nous allons en voir des exemples)

Â = a0 + a1
d

dx
+ a2

d2

dx2
+ · · · ; ai = fonction de x (52)

est appeĺe “opérateur diff́erentiel”.
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2.1.4 Equations aux valeurs propres

P̂ étant un oṕerateur quelconque etϕ(x) une fonction quelconque, il n’existe pas,
en ǵeńeral, de relation particulière entreP̂ϕ(x) etϕ(x) . Il existe cependant des
cas òu P̂ϕ(x) est un multiple deϕ(x) :

P̂ϕ(x) = pϕ(x) (53)

où p est une constante par rapportà x. Une telleéquation est appelée équation
aux valeurs propres.ϕ(x) est une fonction propre de l’opérateurP̂ et p la valeur
propre associée.
Exemple :

P̂ =
d

dx
, ϕ(x) = ekx, k = Cste. (54)

P̂ϕ(x) = kϕ(x) (55)

ϕ(x) est la fonction propre de l’oṕerateurP̂ assocíeeà la valeur proprek.

2.1.5 Fonction de carŕe sommable

Une fonction est dite de carré sommable si l’int́egrale

∞∫

−∞

ϕ∗(x)ϕ(x) dx (56)

prend une valeur finie. Nous appellerons la racine de cette intégrale la “norme de
la fonctionϕ(x)”. En particulier nous pouvons normerà 1 toute fonction de carré
sommable par

ϕ̃(x) =
ϕ(x)

√∫∞
−∞ ϕ∗(x)ϕ(x) dx

−→
∫ ∞

−∞
ϕ̃∗(x)ϕ̃(x) dx = 1 (57)

2.1.6 Fonctions orthogonales

Si l’int égrale du produit de deux fonctionsf(x) etg(x) est nul, nous disons quef
etg sont orthogonales.

f et g orthogonales←→
∫ ∞

−∞
f ∗(x)g(x) dx = 0 (58)
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2.1.7 Oṕerateurs hermitiques

Dans les relations préćedentes,ϕ∗(x) est le complexe conjugué de ϕ(x).
Consid́erons l’oṕerateurÂ et les fonctionsu(x) et v(x) . Soit Â∗ le complexe
conjugúe de l’oṕerateurÂ (en posant qu’̂A∗ u∗(x) = (Â u(x))∗). Si, en admettant
que ces int́egrales existent

∫
u∗(x)Âv(x) dx =

∫ (
Â∗u∗(x)

)
v(x) dx (59)

pour toutes les fonctionsu etv de carŕe sommable, l’oṕerateurÂ est appeĺe “her-
mitique”.

2.1.8 Ensemble complet

On appelle ensemble complet un ensemble de fonctions de mêmes variables et de
carŕe sommable{ψ1, ψ2, . . .} tel que pour toute fonctionf de m̂emes variables et
de carŕe sommable

f =
∞∑

s=1

csψs (60)

2.2 Théorèmes

1. Les valeur propres d’un opérateur hermitique sont réelles.

2. Siϕλ etϕµ sont des fonctions propres de l’opérateur hermitiquêA corres-
pondantà des valeurs propresaλ et aµ diff érentes,ϕλ et ϕµ sont orthogo-
nales.

3. Les fonctions propres d’un opérateur hermitique forment un ensemble com-
plet. Cet ensemble estégalement appelé “base” de l’espace de fonctions,
dans lequel l’action de l’oṕerateurÂ est d́efinie.

2.2.1 ∗ Démonstration du th́eor̀eme 2

Comme exemple nous démontrons ici un des théor̀emeśevoqúes, les autres preuves faisant
appel aux m̂emes techniques. Nous avons

Âϕλ = aλϕλ

Âϕµ = aµϕµ(
Âϕµ

)∗
= a∗µϕ

∗
µ . (61)

Â étant hermitiqueaλ etaµ sont ŕeelles
∫
ϕ∗

µÂϕλdτ = aλ

∫
ϕ∗

µϕλdτ . (62)
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D’autre part ∫
ϕ∗

µÂϕλdτ =

∫
Â∗ϕ∗

µϕλdτ = aµ

∫
ϕ∗

µϕλdτ . (63)

Donc
aλ

∫
ϕ∗

µϕλdτ = aµ

∫
ϕ∗

µϕλdτ . (64)

Cetteégalit́e ne peut̂etre v́erifiée que si

aµ = aλ ou

∫
ϕ∗

µϕλdτ = 0 . (65)

2.3 Espace deśetats et notation de Dirac

Pour simplifier l’́ecriture des int́egrales, Dirac a introduit la notation

〈ϕ1|Â|ϕ2〉 =
∫ ∞

−∞
ϕ∗

1(x) Â ϕ2(x) dx (66)

où la partie〈ϕ1| est appelĺe “bra” et|ϕ2〉 “ket”, formant ainsi le mot anglais “bra-
cket” (parenth̀ese). L’orthonormalit́e s’exprime alors comme

〈ϕi|ϕj〉 = δij (67)

δij vaut 1 pouri = j et 0 pouri 6= j (symbole de Kronecker). La conjugaison
complexe est dans cette notation

〈ϕi|ϕj〉∗ = 〈ϕj|ϕi〉 (68)

avec conśequence pour un opérateur hermitique (éq. 59)

〈ϕi|Â|ϕj〉 = 〈ϕi|Â∗|ϕj〉 = 〈ϕi|Âϕj〉 = 〈Âϕi|ϕj〉 (69)

On notera que :

〈aϕa + b ϕb|ϕc〉 = a∗〈ϕa|ϕc〉+ b∗〈ϕb|ϕc〉
〈ϕa|c ϕc + dϕd〉 = c 〈ϕa|ϕc〉+ d 〈ϕa|ϕd〉 (70)

Par conśequent, pour une fonction propreϕi d’un oṕerateur hermitiquêA nous
avons alors

〈ϕi|Â|ϕi〉 = 〈ϕi|Âϕi〉 = λ 〈ϕi|ϕi〉
〈ϕi|Â|ϕi〉 = 〈Âϕi|ϕi〉 = λ∗〈ϕi|ϕi〉 (71)

ce qui prouve le premier des théor̀emes énonćes (les valeurs propres d’un
opérateur hermitique sont réelles,λ = λ∗).
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2.3.1 ∗ Le 3e th́eor̀eme

Soitψ une fonction d́evelopṕee dans l’espace engendré par les fonctions propres dêA :

ψ =
∞∑

i=1

cλi , ϕλi (72)

L’action de l’oṕerateurÂ donne alors

Â ψ =
∞∑

i=1

cλi Âϕλi =
∞∑

i=1

cλi λi ϕλi =
∞∑

i=1

dλiϕλi (73)

avec de nouveaux coefficients dans les mêmes fonctionsϕλi . L’opérateurÂ ne fait donc
pas sortir les fonctions de l’espace initial. Ceci n’est possible qu’à condition que les
valeurs propres sont réelles et que l’oṕeratuer est lińeaire.

2.4 Le principe de correspondance

Le principe de correspondance aét́e énonće par Bohr en 1923. Selon ce principe,
la théorie quantique doit tendre asymptotiquement vers la théorie classiquèa la
limite des grands nombres quantiquesce qui impliqueune analogie formelle entre
les deux th́eories. Pour passer des lois classiques aux lois de la mécanique quan-
tique, les variables dynamiques du système seront remplacées par des observables
elles-m̂emes repŕesent́ees par des opérateurs.

2.4.1 Repŕesentation des observables

Postulat A : A chaque observable correspond un opérateur (ou une matrice).
Ces oṕerateurs sont construitsà l’aide de r̀egles comme celles de von Neumann,
de Dirac ou de Weyl. Pour la plupart des observables, l’application des diff́erentes
règles conduit̀a un ŕesultat unique. La représentation des observables les plus
fondamentales est reportée dans le tableau 1.

Observable représentation classique opérateur associé
position ~r r̂ = ~r

quantit́e de mouvement ~p = m~v = m
∂~r

∂t
p̂ = −ıh̄∇

énergie cińetique T = 1
2
mv2 T̂ = − h̄2

2m∇
2

énergie potentielle V (~r) V̂ (r) = V (r̂)

TAB . 1 – Repŕesentation de quelques observables par des opérateurs
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Postulat B : Les seules valeurs possibles de la mesurepλ de l’observableP
repŕesent́ee par l’oṕerateurP̂ sont les valeurs propres de l’équation :

P̂ψλ = pλψλ (74)

L’opérateur associé à l’énergie est l’oṕerateur hamiltonienĤ = T̂ + V̂ et
l’ équation aux valeurs propres correspondante est l’équation de Schrödinger pour
lesétats stationnaires :

ĤΨi(r) = EiΨi(r) (75)

La fonction d’ondeΨi(r) définit lesétats stationnaires du système. La fonction
d’onde d́ependant du temps d’uńetat stationnaire a pour expression :

Ψi(r, t) = Ψi(r) exp
(
−ıEit

h̄

)
(76)

En notation de Dirac, l’́etat d’́energieEi sera repŕesent́e par le ket|Ψi〉.
L’opérateur hamiltonien est un opérateur hermitique, ses fonctions propres
forment une base complète, ce qui entrâıne que toute fonctionf(r) des m̂emes
variables queΨ peut s’exprimer exactement comme une combinaison linéaire des
Ψi :

f(r) =
∑

i

ciΨi(r) (77)

les coefficientsci du d́eveloppement peuventêtre calcuĺes facilement̀a l’aide du
projecteur ∑

i

|Ψi〉〈Ψi| = 1 (78)

En effet :
|f〉 = 1× |f〉 =

∑

i

|Ψi〉〈Ψi|f〉 (79)

dans cettéequation

〈Ψi|f〉 =
∫

Ψ∗
i (r)f(r)dr (80)

Postulat C : Pour un syst̀eme donńe dans l’́etat|Ψ〉 la moyenne des mesures de
l’observableP (la valeur moyenne de l’observable) est donnée par :

〈P 〉 = 〈Ψ|P̂ |Ψ〉 =
∫

R3

Ψ∗(r) P̂ Ψ(r) dr (81)

En utilisant l’́equation (81), il est́egalement possible de calculer la variance (carré
de l’écart type)̀a l’aide de l’oṕerateur

(∆P̂ )2 = (P̂ − 〈P 〉)2 (82)

30



2.5 Interpr étation statistique de la fonction d’onde

La fonction d’onde par elle-m̂eme ne poss̀ede pas de sens physique, par contre
le carŕe de son module|Ψ(r, t)|2 = Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) repŕesente la densité de pro-
babilité de pŕesence de la particule. La probabilité de trouver la particule dans
l’ élément de volumedr au tempst est donńee par :

P (r, t) = Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)dr (83)

Avec la d́ependence du temps donné plus haut (́eq. 76), qui avec unéenergieEi

réelle ne change que de phase dans le temps, nous voyons que cette probabilit́e est
constante dans le temps.

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) = Ψ∗(r, t0) exp
(
ı
Eit

h̄

)
Ψ(r, t0) exp

(
−ıEit

h̄

)

= Ψ∗(r, t0)Ψ(r, t0) (84)

La probabilit́e de trouver la particule dans tout l’espace est de 1, et ceci s’exprime
par l’intégrale ∫

R3

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)dr = 〈Ψ|Ψ〉 = 1 (85)

Cette relation d́efinit également la normalisation de la fonction d’onde, puisque
si une fonctionΨ satisfait l’́equation de Schrödinger. Il en est de m̂eme pour la
fontion aΨ avec tout nombre complexea. Pour que la fonctionΨ décrive cor-
rectement un système quantique, la condition supplémentaire de norme doitêtre
respect́ee pour fixer le facteura. On prend souvent une valeur réelle et positive
poura.

2.6 Commutateurs et relations d’Heisenberg

L’expression
ÂB̂ − B̂Â

est appeĺee commutateur des opérateursÂ et B̂ et est not́ee [A,B]. Si les
opérateurs commutent, la relation

[Â, B̂]ϕ = 0 (86)

doit être v́erifiée pour toute fonction arbitraireϕ.
Si φn etϕn sont des fonctions propres respectivement des opérateursÂ et B̂ avec
[Â, B̂] = 0 :

Âφn = λnφn B̂ϕn = µnϕn (87)
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alors
Â(B̂φn) = B̂(Âφn) = λnB̂φn (88)

ce qui implique que la fonction̂Bφn est une fonction propre de l’opérateurÂ avec
la valeur propreλn. Si cette valeur propre n’est pas déǵeńeŕee, la fonctionB̂φn

doit être proportionnellèaφn, autrement dit :

B̂φn = σφn (89)

Si λn est d́eǵeńeŕee, l’argumentation est plus complexe mais la conclusion de-
meure : deux oṕerateursÂ et B̂ ont des fonctions propres communes s’ils com-
mutent.
En r̀egle ǵeńerale, deux oṕerateurs quelconques ne commutent pas. En particulier,
les oṕerateurŝx et p̂ = ıh̄ d / dx, vu que

d

dx
(x f(x)) = f(x) + x

d

dx
f(x) (90)

donc (
d

dx
x− x d

dx

)
f(x) =

[
x,

d

dx

]
f(x) = f(x) (91)

et
[x̂, p̂x] = ıh̄ (92)

2.6.1 Relations d’incertitude

Lorsque deux oṕerateurs ne commutent pas, il est par principe impossible d’ef-
fectuer une mesure simultanée des deux observables associées avec une précision
arbitraire. L’incertitude sur la mesure de l’une conditionne l’incertitude sur la me-
sure de l’autre. Comme il est toujours possible d’écrire

[Â, B̂] = ıĈ (93)

il est possible de d́emontrer la relation dite d’incertitude :

δA δB ≥ 1

2

√
〈Ĉ〉2 , (94)

La plus connue des relations d’incertitude d’Heisenberg est celle qui fait intervenir
les oṕerateurs de moment et de position :

δpx δx ≥
1

2
h̄ (95)
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La signification de cette relation d’incertitude peutêtre illustŕee par l’exemple sui-
vant : consid́erons une particule de massem se d́eplaçant sur l’axeOx. En phy-
sique classique, il est possible de mesurer sa vitessev et sa positionx au temps
t. Ce n’est pas possible en mécanique quantique car l’application de la relation
d’incertitude entrâıne des erreurs considérables sur les mesures pour des corpus-
cules de la masse d’un atome ou plus petit. Dans le cas d’un atome de carbone,
la masse du noyau est de l’ordre de 2× 10−26 kg, commēh = 1.0546× 10−34 Js,
une incertitude de l’ordre de grandeur de la dimension d’un noyau,10−13 m, en-
trâıne une incertitude sur la vitesse de l’ordre de×104 m.s−1. Pour unélectron
avec la m̂eme incertitude sur la position, l’incertitude sur la vitesse est 20000 fois
plus grande. Par contre pour un petit objet classique avec une masse de l’ordre du
milligramme, l’incertitude sur la vitesse est négligeable (∼ 10−16 m.s−1 pour la
même pŕecision, alors consid́erable, sur la position).
L’ énergie totale d’un système quantique est la somme de sonénergie cińetiqueT
et de l’́energie potentielleV , en consid́erant que l’incertitude sur l’énergie poten-
tielle est ńegligeable, l’incertitude sur l’énergie totale se réduit à l’incertitude sur
l’ énergie cińetique :

δE = δT (96)

En utilisantT = p2/(2m)

δE = vδp = (δx/δt)δp (97)

ce qui entrâıne

δE δt = δx δp ≥ 1

2
h̄ . (98)

La conśequence de cette relation est qu’en spectroscopie plus l’énergie d’un ni-
veau est connue avec précision (raies fines) plus sa durée de vie est longue. In-
versement, uńetat de courte durée de vie pŕesente une grande incertitude de son
énergie (raies larges).

2.6.2 ∗ Démonstration de la relation d’incertitude

Nous suivons le raisonnement qui peutêtre trouv́e dans des livres classiques, tels que pre-
mier volume d’A. Messiah, Ḿecanique Quantique. Considérons les oṕerateurs hermitiens
Â et B̂ tels que :

[Â, B̂] = ı Ĉ (99)

ainsi que les oṕerateurs
∆Â = Â− 〈A〉 (100)

et
∆B̂ = B̂ − 〈B〉 . (101)

33



D’abord nous allons d́emontrer qu’ainsi

〈Ψ|[∆Â,∆B̂]|Ψ〉 = ı 〈Ψ|Ĉ|Ψ〉 . (102)

Nous avons

〈Ψ|[∆Â,∆B̂]|Ψ〉 = 〈Ψ|∆Â∆B̂ −∆B̂∆Â|Ψ〉

= 〈Ψ|(Â− 〈Â〉)(B̂ − 〈B̂〉)− (B̂ − 〈B̂〉)(Â− 〈Â)|Ψ〉

= 〈Ψ|
(
ÂB̂ − 〈Â〉B̂ − Â〈B̂〉+ 〈Â〉〈B̂〉 − B̂Â+ 〈B̂〉Â− B̂〈Â〉 − 〈Â〉〈B̂〉

)
|Ψ〉

= 〈Ψ|[Â, B̂]|Ψ〉 = ı 〈Ψ|Ĉ|Ψ〉 (103)

puisqueÂ〈B̂〉 = 〈B̂〉Â car 〈B̂〉 est un simple nombre et̂A un oṕerateur lińeaire.
Les oṕerateurs∆Â et ∆B̂ amènentà l’expression connue de la varianceV ar(A) =
〈Â2〉 − 〈Â〉2 par

V ar(A) = 〈∆Â∆Â〉
= 〈Â2 − 2Â〈Â〉+ 〈Â〉2〉
= 〈Â2〉 − 〈Â〉2 = (δ A)2 (104)

Maintenant nous pouvons démontrer la relation

〈∆Â∆B̂〉 ≥ 1

2

√
〈Ĉ〉2 (105)

Nousécrivons le carŕe de la longueur de la fonction

|Φ(α)〉 = (α∆Â+ ı∆B̂)Ψ〉 (106)

qui est toujours positive, pour toute valeur deα, et nous le d́eveloppons :

0 ≤ 〈Φ(α)|Φ(α)〉
= 〈(α∆Â+ ı∆B̂)Ψ|(α∆Â+ ı∆B̂)Ψ〉

= 〈Ψ|(α∆Â− ı∆B̂)(α∆Â+ ı∆B̂)|Ψ〉

= α2〈Ψ|∆Â∆Â|Ψ〉+ 〈Ψ∆B̂∆B̂|Ψ〉+ ıα 〈Ψ|∆Â∆B̂ −∆B̂∆Â|Ψ〉︸ ︷︷ ︸
〈Ψ|[∆Â,∆B̂]|Ψ〉=〈Ψ|[Â,B̂]|Ψ〉=ı〈Ψ|Ĉ|Ψ〉

= α2〈Ψ|(∆Â)2|Ψ〉 − α〈Ψ|Ĉ|Ψ〉+ 〈Ψ|(∆B̂)2|Ψ〉

= 〈(∆Â)Ψ|(∆Â)Ψ〉︸ ︷︷ ︸
≥0

[
α− 〈Ψ|Ĉ|Ψ〉

2〈Ψ|(∆Â)2|Ψ〉

]2

︸ ︷︷ ︸
peut être 0,sinon ≥0

+
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〈Ψ|(∆B̂)2|Ψ〉 − 〈Ψ|Ĉ|Ψ〉2

4〈Ψ|(∆Â)2|Ψ〉
(107)

ce qui implique

〈Ψ|(∆B̂)2|Ψ〉 − 〈Ψ|Ĉ|Ψ〉2

4〈Ψ|(∆Â)2|Ψ〉
≥ 0 (108)

Donc

〈Ψ|(∆Â)2|Ψ〉〈Ψ|(∆B̂)2|Ψ〉 ≥ 1

4
〈Ψ|Ĉ|Ψ〉2 (109)

et, en assimilant les variances aux carrés deśecarts types :

δA δB ≥ 1

2

√
〈Ĉ〉2 (110)

2.6.3 ∗ Relation d’Heisenberg.

La dérivée par rapport au temps de la valeur moyenne de l’observableÂ est donńee par
la relation d’Heisenberg :

d〈Â〉/dt = (ı/h̄)〈Ψ|[Ĥ, Â]|Ψ〉+ 〈∂Â/∂t〉 (111)

En d́erivant〈Ψ|Â|Ψ〉 par rapport au temps on obtient :

d

dt
〈Ψ|Â|Ψ〉 = 〈∂Ψ

∂t
|Â|Ψ〉+ 〈Ψ|Â|∂Ψ

∂t
〉+ 〈Ψ|∂Â

∂t
|Ψ〉 (112)

Les d́erivées du bra et du ket sontévalúees directement̀a partir de l’équation de Schrödin-
ger d́ependant du temps

Ĥ|Ψ〉 = ıh̄|∂Ψ

∂t
〉 (113)

et

d

dt
〈Â〉 =

ı

h̄
〈Ψ|ĤÂ|Ψ〉 − ı

h̄
〈Ψ|ÂĤ|Ψ〉+ 〈Ψ|∂Â

∂t
|Ψ〉 (114)

=
ı

h̄
〈Ψ|[Ĥ, Â]|Ψ〉+ 〈Ψ|∂Â

∂t
|Ψ〉 (115)

Une observablêB telle que

[Ĥ, B̂] = 0, ∂B̂/∂t = 0 (116)

est appeĺee constante du mouvement.

35



2.6.4 ∗ Relations d’Ehrenfest (∼1928)

Les relations d’Ehrenfest donnent le lien entre les lois de la physique classique et de la
mécanique quantique. En ḿecanique classique~r, ~p = m~v et la force ~F (~r) = −~∇V (~r)
sont líes par

m~v = ~p = m
d

dt
~r

~F (~r) = m
d

dt
~v =

d

dt
~p = m

d2

dt2
~r (117)

La premìere relation d’Ehrenfest est obtenue en choisissantÂ = r̂ : en utilisant l’identit́e
[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂ pour le commutateur[p̂2, r̂] on trouve

m[Ĥ, r̂] =
h̄

ı
(−ıh̄∇) =

h̄

ı
p̂ (118)

et en conśequence

m
d

dt
〈r̂〉 = 〈p̂〉 . (119)

AvecÂ = p̂ = −ıh̄~∇

[Ĥ, p̂] Ψ(r) = −ıh̄
(
V (r̂)~∇− ~∇V (r̂)

)
Ψ(r)

= +ıh̄
(
~∇V̂ (r)

)
Ψ(r) = −ıh̄ F̂(r)Ψ(r) (120)

et
d

dt
〈p̂〉 = 〈F̂(r)〉 (121)

Dans cette expression, la deuxième relation d’Ehrenfest,̂F(r) est l’oṕerateur correspon-
dantà la force.
En combinant ces deux relations, on obtient uneéquation analoguèa l’ équation de New-
ton :

m
d2

dt2
〈r̂〉 = 〈F̂(r)〉 (122)
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3 Exemples de ŕesolution analytique de l’́equation
de Schr̈odinger

Il n’existe de solutions analytiques de l’équation de Schrödinger que pour un petit
nombre de potentiels dont la plupart sont des potentiels modèles. L’objet de ce
chapitre est de présenter quelques cas significatifs.

1. La particule dans une boı̂te à une dimension : spectroscopie UV d’états
électroniques

2. L’oscillateur harmonique : spectroscopie infra-rouge de vibrations intra-
moléculaires

3. Le rotateur rigide : rotation des molécules et́etats de spin.

Dans tous ces cas nous considérerons une seule particule, souvent effective, dans
un potentiel externe.

3.1 Particule dans une bôıte à une dimension (cas particulier
U =∞)

Le probl̀eme de ḿecanique le plus simple est celui du mouvement d’une particule
de massem dans une bôıte unidimensionnelle. La figure 4 répŕesente le potentiel
mod̀ele consid́eŕe.

FIG. 4 – Le potentiel dans lequel se trouve la particule

Nous consid́erons par la suite le cas particulierU = ∞ : le potentiel est nul dans
l’intervalle [−a

2
, a

2
], et infini ailleurs. L’́equation de Schrödinger

− h̄2

2m

d2 Ψ(x)

d x2
+ V (x) Ψ(x) = EΨ(x) (123)
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n’est alors d́efinie qu’̀a l’intérieur,−a/2 ≤ x ≤ a/2, où V (x) = 0. A l’extérieur
seulΨ(x) = 0 peut compenser le potentielV (x) =∞. Nous devons chercher les
solutions de l’́equation diff́erentielle

− h̄2

2m

d2 Ψ(x)

d x2
Ψ(x) = EΨ(x) (124)

Elles sont toutes des combinaisons linéaires de sinkx et coskx

Ψ(x) = A sin kx+B cos kx (125)

avec les trois param̀etresA, B et k à d́eterminer. Le potentiel imposeΨ(x) = 0
aux bords du potentiel, ce qui est respecté pourka/2 = nπ pour un sinus et
ka/2 = (2n+ 1)π/2 pour le cosinus. Par conséquent, seules certaines valeurs de
k sont satisfaisantes, pourn > 0

k =
nπ

a




n impaire ; Ψ(x) = B cos

(
n π
a
x
)

n paire : Ψ(x) = A sin
(

n π
a
x
) (126)

L’insertion de ces solutions dans l’équation de Schrödinger nous donne les
énergies (valeurs propres) associées comme :

En =
h̄2k2

2m
=

h2n2

8ma2
> 0 . (127)

Pour des dimensions atomiques ou moléculaires (a de quelquesÅngstr̈oms,
massem de l’ordre de la masse d’uńelectron etn un nombre petit) les niveaux
énerǵetiques sont bien sépaŕes. Pour des dimensions macroscopiques, par exemple
une masse d’1 g, une boı̂te d’1 mètre et une vitesse d’1 m/s (ce qui correspondà
uneénergie cińetique de5× 10−4 J), nous trouvons unn correspondant par

n2 =
8ma2E

h2
≈ 1060

ce qui montre un principe fondamental : les lois du monde macroscopique corres-
pondent̀a des nombres quantiques trèsélévés.

3.1.1 Application : indicateur coloré acido-basique

Un bôıte unidimensionnelle peut servir comme modèle d’un indicateur coloré : la
forme acide a une longueur différente de la forme basique, ce qui provoque des
domaines diff́erents d’absorption de lumière, en fonction du pH.
Le potentiel subi par deśelectrons dans une molécule organique conjugé (alter-
nance de liaisons C–C et C=C) correspond relativement bienà une bôıte unidi-
mensionelle, leśelectrons en ŕesonance se partagent un espace commun. Etant
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des fermions, chaque niveaun ne peut̂etre occuṕe que par deux́electrons de spin
oppośe, d́efinissant ainsi le niveau le plus haut occupé (HO = haute occuṕee) et le
niveau inoccuṕe le plus bas (BV = basse vacante). La différencéenerǵetique entre
ces deux niveaux permet l’excitation de plus petiteénergie, en ǵeńeral de quelques
eV. Le plus longue la chaı̂ne organique, le plus petite cette différence d’́energie.
Cependant le nombre d’électrons d́elocaliśes augmente de la m̂eme façon, mais la
diff érence entre LUMO et HOMO s’obtient en fonction deL comme

∆E = EBV − EHO ∼
(n+ 1)2 − n2

L2
=

2n+ 1

L2
(128)

linéaire enn et quadratique enL. En supposantL proportionnelà n, ∆E est
finalement proportionnel̀a1/n,
Un indicateur coloŕe par exemple est alors une molécule dont la form acide (R–
COOH) a une longueur différente de la forme basique (R–COO−), incluant ainsi
le groupe COO− dans l’espace de délocalisation deśelectrons du reste R. La
phénolphthalëıne par exemple vire alors d’incolore (acide)à rose (basique).

C

O OH

L

C

OO−

L’

Forme acide Forme basique

FIG. 5 – Sch́ema d’un indicateur coloré en comparant sa forme acide et sa forme
basique. La forme basique est plus longue et posséde de 2́electrons d́elocaliśes
(donc 1 niveau occuṕe) en plus.
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3.2 L’oscillateur harmonique à une dimension

Un exemple simple d’oscillateur̀a une dimension est constitué par deux masses
reliées par un ressort. La force associéeà une d́eformation du ressort est propor-
tionnelleà cette d́eformation autour de la position d’équilibrex0 (loi de Hooke,
“ut tensio sic vis”, 1678)

F (x) = −k (x− x0) (129)

avec une constante de forcek caract́eristique du ressort. Le potentiel correspon-
dantà introduire dans l’́equation de Schrödinger est donc quadratique :

V (x) = −
∫ x

x0

F (x′) dx′ =
1

2
k (x− x0)

2 (130)

Le syst̀emeà deux massesm1 etm2 est rameńe à un syst̀emeà un seul corps en
utilisant la masse réduiteµ avec

1

µ
=

1

m1

+
1

m2

(131)

ce qui donne

µ =
m1m2

m1 +m2

. (132)

En mettant en plusx0 à źero nous pouvons alors poser le problème quantique de
l’oscillateur harmonique.

FIG. 6 – Mod̀ele de l’oscillateur harmonique
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3.2.1 Traitement classique

Avant de ŕesoudre le problème quantique nous devrons revoir le traitement clas-
sique de ce système. L’́equation classique de Newton est

mẍ = F (x) −→ µ
d2

dt2
x(t) = −k x(t) (133)

avec la solution bien connue

x(t) = A cos ω t (134)

si nous admettonsx(0) = A et dx/dt(0) = 0, et en mettantω =
√
k/µ. La

particule se balade entre−A et +A dans un mouvement non-uniforme, avec
acćeleration entre−A et 0, et perte de vitesse entre 0 et+A jusqu’inversion du
mouvement.
Pour traduire ce mouvement en une densité de probabilit́e de pŕesence (observable
en ḿecanique quantique), nous intégrons sur le temps d’une demi-périodeT1/2, et
nous substituons la viable d’intégrationt en une variable d’espacex

T1/2 =
∫ T1/2

0
dt =

∫ −A

A

dt

dx
dx = −

∫ A

−A

1

dx/dt
dx (135)

La dérivéedx/dt est connue

dx

dt
= −Aω sinω t = −Aω

√
1− cosωt = −ω

√
A2 − x(t)2 .

La demi-ṕeriode devient alors

T1/2 = −
∫ A

−A

1

dt/dx
dx =

1

ω

∫ A

−A

1√
A2 − x2

dx =
π

ω
(136)

Le temps pasśe sur une intervallex, x + ∆x, par rapport̀a l’amplitude compl̀ete
−A . . . A devient la densit́e de probabilit́e de pŕesence dans l’espace

ρ(x) =
1

π

1√
A2 − x2

(137)

indépendante dek et deµ. La probabilit́e de pŕesence ne donne aucune indication
sur le temps de parcours de l’oscillation.
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FIG. 7 – Densit́e de probabilit́e de pŕesence d’un oscillateur classique (A = 1)

3.2.2 Solution de l’́equation de Schr̈odinger

Le potentiel harmonique est de la formeV (x) = 1
2kx

2. Pour une particule de
masse ŕeduiteµ soumisèa ce potentiel, l’oṕerateur hamiltonien a pour expression :

Ĥ = − h̄
2

2µ

∂2

∂x2 +
1

2
kx2 (138)

l’ équation de Schrödinger
ĤΨ(x) = EΨ(x) (139)

se simplifie en faisant les transformations suivantes, en utilisant la constanteω =√
k/µ :

k = µω2 ξ = x
√µω
h̄ ǫ = 2E

h̄ω[
∂2

∂ξ2 − ξ2 + ǫ

]
Ψ(ξ) = 0 (140)

Lorsqueξ → ±∞, ξ2 >> ǫ, l’ équation (140) peut̂etre remplaćee par
[
∂2

∂ξ2 − ξ2 + 1

]
Ψ(ξ) = 0 (141)

qui a pour solutionexp(−ξ2/2), la fonction d’onde peut toujours s’écrire sous la
forme du produit d’une fonctionh(ξ) à déterminer par la forme asymptotique,

Ψ(ξ) = h(ξ) exp(−ξ2/2) (142)
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En substituant ceΨ dans l’́equation (140), et après division parexp(−ξ2/2), on
obtient

h′′(ξ)− 2ξh′(ξ) + (ǫ− 1)h(ξ) = 0 (143)

la fonctionh(ξ) est d́evelopṕee en śerie deξ :

h(ξ) =
∞∑

i=0

aiξ
i (144)

L’ équation (143) devient :
∞∑

i=0

i(i− 1)aiξ
i−2 − 2iaiξ

i + (ǫ− 1)aiξ
i = 0

⇔
∞∑

i=0

((i+ 2)(i+ 1)ai+2 − 2iai + (ǫ− 1)ai) ξ
i = 0 (145)

qui doit être verifíee pour toute valeur deξ. Ce qui conduità la relation de
récurrence

−ai+2 =
ǫ− 2i− 1

(i+ 1)(i+ 2)
ai (146)

Pour que la fonction d’onde tende vers 0à l’infini, il faut que h(ξ) soit un po-
lynôme fini, ce qui n’est possible que siǫ = 2n+ 1, avecn = 0, 1, 2,. . .. 8

Ces polyn̂omes sont les polyn̂omes d’Hermite,Hn(ξ), qui am̀enentà la solution
géńerale du probl̀eme de l’oscillateur harmonique

Ψn(x) = Nn Hn(ξ) e−
ξ2

2

=
(
µω

πh̄

)1/4
(

1√
2nn!

)
Hn(x

√
µω

h̄
) e−

µω x2

2h̄ (147)

avec le facteurNn assurant la norme correcte deΨn(x).
Par ailleurs,̀a partir de la solution pourn = 0

Ψ0(x) =
(
µω

πh̄

)1/4

e−
µω x2

2h̄ (148)

on peut construire les autres solutions par l’application successive de l’opérateur
ξ − d/dξ sur la fonction fondamentale

Ψn(x) =
1√
2nn!

(
ξ − d

dξ

)n

Ψ0(x) =
Nn

N0

(√
µω

h̄
x−

√
h̄

µω

d

dx

)n

Ψ0(x)

(149)

8Sinon la śerie va asymptotiquement vers
∞∑

i=0

ξi

i!
= eξ, ce qui emp̂eche que le facteur expo-

nentielexp (−ξ2/2) ramène la fonctionΨ(ξ) à źero pourξ →∞.
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L’ énergie de l’oscillateur harmonique a pour expression (suite à la d́efinition de
ǫ = 2E/(h̄ω) et la conditionǫ = 2n+ 1) :

En = h̄ω
(
n+

1

2

)
(150)

|Ψ( )|x 2

|Ψ( )|x 2

|Ψ( )|x 2

N=25

N=90

N=2

E

xx

E

xx

E

xx

classique

1/2 x^2

quantique

classique

quantique

classique

quantique

FIG. 8 – Probabilíe de pŕesence (̀a gauche) en fonction dex, et inśeŕe dans le po-
tentiel quadratiquèa la bonnéenergie. On voit bien qu’aux extrémit́es du “mou-
vement” la particule reste confinée dans le potentiel.
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3.2.3 ∗ Dérivation alternative

Une autre ḿethode de ŕesolution consistèa introduire les oṕerateurs :

P̂ =
p̂x√
mh̄ω

X̂ =

√
mω

h̄
x (151)

l’opérateur hamiltonien diviśe parh̄ω s’écrit alors :

Ĥ =
Ĥ

h̄ω
=

1

2

(
P̂ 2 + X̂2

)
(152)

On introduit9 alors les oṕerateurs d’annihilation et de créationâ et â†

â =
1√
2
(X̂ + ıP̂ ) â† =

1√
2
(X̂ − ıP̂ ) (153)

Le commutateur[â, â†] a pour expression :

[â, â†] = ââ† − â†â =
1

2
(X̂ + ıP̂ )(X̂ − ıP̂ )− 1

2
(X̂ − ıP̂ )(X̂ + ıP̂ )

= −ı[X̂, P̂ ] = −ı1
h̄

[x̂, p̂x] = 1 (154)

et l’hamiltionienĤ peut s’́ecrire :

Ĥ = ââ† − 1

2
= â†â+

1

2
(155)

Les fonctions propres dêH sontégalement fonctions propres deââ† et deâ†â. Si |φv〉 est
fonction propre dêa†â avec la valeur proprev, les deux fonctionŝa|φv〉 et â†|φv〉 sont
également fonction propres. En effet :

â†ââ|φv〉 = (â†â− ââ†)â|φv〉+ ââ†a|φv〉 = [â†, â]â|φv〉+ ââ†a|φv〉
= (v − 1)â|φn〉 (156)

â†ââ†|φv〉 = â†(ââ† − â†â)|φv〉+ â†ââ†|φv〉 = â†[â, â†]|φv〉+ vâ†|φv〉
= (v + 1)â†|φv〉 (157)

L’action de l’oṕerateur de cŕeation â† sur la fonction propre|φv〉 est d’engendrer une
nouvelle fonction propre|φv+1〉 dont la valeur propre est (v+ 1), l’opérateur d’annihila-
tion â, lui engendre la fonction propre|φv−1〉 dont la valeur propre est (v−1). Le spectre

9Nous voyons que ces opérateurs correspondent aux coordonnées introduites plus haut :

â =
1√
2
(ξ +

d

dξ
) â† =

1√
2
(ξ − d

dξ
)
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des valeurs propres dêa†â est constitúe par la suite des entiers positifs. Si 0 est valeur
propre :

â|φ0〉 = 0 (158)

ce qui implique queφ0(X) est la solution de l’́equation diff́erentielle

(X +
∂

∂X
)φ0(X) = 0 (159)

donc,

φ0(X) = C0e
−X2/2 = C0e

−mωx
2

2h̄ (160)

oùC0 = (mωπh̄ )1/4 est la constante de normalisation.

Les autres fonctions propres sont obtenues en faisant agir l’opérateur de cŕeationâ†

φv(x) = (â†)vφ0(x) =
1√
2vv!

(√
µω

h̄
x−

√
h̄

µω

∂

∂x

)v

φ0(x) (161)

Les valeurs propres de l’opérateur hamiltonien de l’oscillateur harmonique sont :

En = h̄ω(v +
1

2
) (162)

3.2.4 Application aux syst̀emes diatomiques

L’oscillateur harmonique est un excellent modèle du potentiel internucléaire ŕeel
d’une moĺecule diatomique qui fournit une bonne approximation de l’énergie des
niveaux vibrationnels de la molécule. Un potentiel quelconque peut toujoursêtre
dévelopṕe autour de son minimum par une série de Taylor

V (x) = V (x0) +
dV

dx
(x− x0) +

1

2

d2V

dx2
(x− x0) + . . . (163)

Le premier terme est une constante qui peutêtre int́egŕee dans l’́energieE, et le
deuxìeme terme disparaı̂t exactement, puisque nous développons le potentiel au-
tour du minimum. Le premier terme non-nul est alors la contribution quadratique.
La figure 9 permet de comparer les deux potentiels et surtout les niveaux
d’énergie. L’́energie de l’́etat fondamental (niveauv = 0) est sitúee 1

2 h̄ω au des-
sus du minimum de l’́energie potentielle. Dans l’approximation harmonique les
niveaux vibrationnels sont́equidistants tandis que pour le potentiel réel l’écart
entre deux niveaux consécutifs diminue lorsque le nombre quantiquev augmente
et tend vers źero lorsque l’on s’approche de la limite de dissociation (n→∞).
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FIG. 9 – Potentiel harmonique (—-) et potentiel réel (- - -) d’une moĺecule diato-
mique. Les niveaux d’énergie de l’oscillateur harmonique et de l’oscillateur réel
sont repŕesent́es avec les m̂emes conventions
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3.3 Le rotateur rigide

Le troisìeme syst̀emeà une particule, important pour la chimie, est le rotateur
rigide : une particule est aniḿee d’un mouvement circulaire, dans un potentiel qui
ne d́epend que de la distance au centre du mouvement. En mécanique classique
l’ énergie associée au mouvement circulaire d’une masse (réduite)µ à une distance
r est

Erot =
1

2
µ v2 =

1

2
µ r2 ω2 =

L2

2µ r2 (164)

de masseµ, vitesse angulaireω et moment cińetique~L = µ~r × ~v, doncL2 =
µ2r2v2 pour un mouvement circulaire.

r = r1 + r2

barycentre

r1
r2v1 m1

v2

m2 µ

v = v1 + v2

FIG. 10 – Mod̀ele du rotateur rigide

Une moĺecule diatomique, qui tourne autour de son barycentre, peutêtre ŕeduite
à une masse (réduite) tournant autour de l’autre, fixée dans l’espace, tout comme
nous l’avons fait pour l’oscillateur harmonique.
Par la relationr1m1 = r2m2, et par conśequentm1v1 = m2v2, l’ énergie

de rotation
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m1v

2
1 des deux masses sera conservée en mettantµ =

m1m2/(m1 +m2), et alors

Erot =
1

2
µ v2 =

1

2
m1 v

2
1 +

1

2
m2 v

2
2

=
1

2
µ r2ω2 =

1

2
m1 r

2
1ω

2 +
1

2
m2 r

2
2ω

2

=
L2

2µ r2 =
L2

1

2µ r2
1

+
L2

2

2µ r2
2

(165)

L’analogie d’un mouvement circulaire avec l’expression dumouvement lińeaire
est illustŕee par leśequivalences suivantes.
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masse m I = µ r2 moment d’inertie
vitesse v ω vitesse angulaire
moment p L moment angulaire

énergie 1
2 mv2 1

2 I ω
2 énergie

énergie p2

2m
L2

2 I énergie

D’après le principe de correspondance nous avons alors l’équation de Schrödinger
pour le rotateur rigide

L̂2

2 I
Ψ(x, y, z) = Erot Ψ(x, y, z) (166)

à ŕesoudre avec l’oṕerateur du moment cinétique angulaire

L̂ = r̂× p̂ = −



x
y
z


× ıh̄




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z




= −ıh̄




y ∂∂z − z
∂
∂y

z ∂∂x − x
∂
∂z

x ∂∂y − y
∂
∂x




(167)

Le syst̀eme de coordonńees habituellesx, y etz, décrivant un mouvement lińeaire,
n’est pas tr̀es utile pour ce genre de dynamique. Il convient alors de transformer
L en coordonńees sph́eriques en inversant

x = r sin ϕ sin θ
y = r cos ϕ sin θ
z = r cos θ (168)

et donc les d́erivéesà l’exemple de∂/∂x

∂

∂x
=

dr

dx

∂

∂r
+
dθ

dx

∂

∂θ
+
dϕ

dx

∂

∂ϕ

Ce qui appliqúe donne pour le carré deL̂

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z = −h̄2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
. (169)

La distancer du centreétant une constante, le problème se ram̀ene en effet aux
seules deux variables angulairesϕ, θ. On note les fonctions propresΨ(x, y, z) =
R(r) · Y (θ, ϕ) avec une partie radialeR(r) constante et on ne traite que la partie
angulaireY (θ, ϕ).
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M(x,y,z)

r

r ' = r sinθ
x = r ' cosϕ = r sinθ cosϕ
y = r ' sinϕ = r sinθ sinϕ
z = r cosθ 

x

x

y

z

y

z

θ

ϕ

O

r '

FIG. 11 – D́efinition des coordonńees sph́eriques.

Une fois l’oṕerateur∂2/∂ϕ2 appliqúe, il ne reste qu’une d́ependence deθ, donc
l’ équationL2 Y (θ, ϕ) = 2 I Erot Y (θ, ϕ) est uneéquationà valeurs propres si-
multańement enθ et enϕ. L’ équation enϕ est bien simple pour une valeur de
θ 6= 0 fixée :

− ∂2

∂ϕ2
Y (θ, ϕ) = λY (θ, ϕ) (170)

avec valeur propreλ. La conditionY (θ, 0) = Y (θ, 2π) impose

Y (θ, ϕ) = Y (θ, 0) eı m ϕ (171)

avecm = 0,±1,±2, . . .. Il nous reste alors la dérivée par rapport̀a θ avecm
comme param̀etre :

−h̄2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
− 1

sin2 θ
m2

)
Y (θ, ϕ) = λ′Y (θ, ϕ) . (172)

Si nous substituonscos θ = x nous pouvons utiliser les relationssin θ =√
1− cos2 θ =

√
1− x2 etdx = d cos θ = − sin θ dθ, donc

− 1

sin θ

d

dθ
=

d

d cos θ
=

d

dx

pour transformer la dernièreéquation en

−h̄2

(
d

dx
(1− x2)

d

dx
− m2

1− x2

)
f(x) = λ′ f(x) (173)
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avec une fonctionf(x) sur l’intervallex ∈ [−1, 1] etm un entier. Nous pouvons
utiliser l’égalit́e

d

dx
(1− x2)

d

dx
= (1− x2)

d2

dx2
− 2x

d

dx

L’ équation 173 est respectée par les fonctions associées de LegendrePm
ℓ (x), qui

sont d́efinies par l’́equation diff́erentielle

−
[
(1− x2)

d2

dx2
− 2x

d

dx
− m2

1− x2

]
Pm

ℓ (x) = ℓ(ℓ+ 1)Pm
ℓ (x) (174)

pour des valeursℓ entìeres avecℓ ≥ |m|.
Résubstitutionx → cos θ et multiplication avec l’exponentielle enϕ trouvée au-
paravent nous donne les fonctions propres de|L̂|2, les harmoniques sphériques

Y m
ℓ (θ, ϕ) =

[
(2ℓ+ 1)(ℓ− |m|)!

4π(ℓ+ |m|)!

] 1

2

Pm
ℓ (cos θ)eımϕ (175)

Les facteurs de normalisation assurent que ces fonctions sont orthonormales,
c’est-̀a-dire

∫ π

0

∫ 2π

0
|Y m

ℓ (θ, ϕ)|2 sin θ dϕ dθ = 1
∫ π

0

∫ 2π

0
Y m

ℓ (θ, ϕ)Y m
ℓ′ (θ, ϕ) sin θ dϕ dθ = 0 pour ℓ 6= ℓ′

∫ π

0

∫ 2π

0
Y m

ℓ (θ, ϕ)Y m′

ℓ (θ, ϕ) sin θ dϕ dθ = 0 pour m 6= m′ (176)

Les premìeres de ces fonctions sont

Y 0
0 (θ, ϕ) =

√
1

4π
(177)

Y 0
1 (θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ Y ±1

1 (θ, ϕ) =

√
3

8π
sin θe±ıϕ (178)

Y 0
2 (θ, ϕ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) Y ±1

2 (θ, ϕ) =

√
15

8π
sin θ cos θe±ıϕ (179)

Y ±2
2 (θ, ϕ) =

√
15

32π
sin2 θe±ı2ϕ (180)
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3.3.1 Les valeurs propres

Après avoir dessińe sch́ematiquement la solution de l’équation du mouvement
rotatoire, il convient de regarder les valeurs propres plusen d́etail. Pour une valeur
deℓ donńee, nous avons l’énergie

Erot =
h̄2ℓ(ℓ+ 1)

2 I
(181)

pour toutes les valeurs possibles de

m = −ℓ,−ℓ+ 1, . . . , ℓ− 1, ℓ

Chaque niveau d’énergie est alors réaliśe pour2ℓ+ 1 fonctions diff́erentes.
Pour des transitions entre deux niveaux adjacents (les seules autoriśees en spec-
troscopie optique, le photon ayant un moment cinétique propre d’une unité, chan-
geant doncℓ du syst̀eme de±1), nous avons alors

∆Erot = Erot(ℓ+ 1)− Erot(ℓ) =
h̄2

2 I
(2ℓ+ 2) = 2hB (ℓ+ 1) (182)

Un spectre de rotation comporte alors des lignes de fréquenceν (correspondant
aux différences d’́energie∆E = hν) égales̀a2B, 4B, 6B etc. En observant une
série de lignes de rotation d’une molécule diatomique il est possible de déduire
son moment d’inertie et donc la distance intramoléculairer entre les noyaux.

3.3.2 Application à des atomes et le mod̀ele de Bohr

En discutant le rotateur nous avons en premier lieu pensé à une mol̀ecule diato-
mique. Cependant, le m̂eme raisonnement peutêtre applique au modèle de Bohr :
unélectron sur une orbite circulaire, avec un momentℓ bien d́efini par la condition
de Bohr|L| = n h̄, liant ainsiℓ etn. En utilisantrn = n2 a0 du mod̀ele de Bohr,
nous trouvons ainsi pour l’énergie cińetique de l’́electron

Erot =
|Ln|2
2mr2

n

=
n2 h̄2

2ma2
0n

4
=

h̄2

2ma2
0

1n2

ce qui donne avec

a0 =
h̄2

mee
2

l’ énergie obtenue auparavant.
En brisant par exemple par un champs extérieur la syḿetrie sph́erique de l’atome,
les2ℓ+1 états diff́erents líesà uneénergieEn peuvent̂etre mis eńevidence (effet
Zeeman).
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3.3.3 L2 etLz

Nous avons vu que deux opérateurs hermitiques, dont le commutateur est nul, ont
des fonctions propres communes. Les harmoniques sphériquesY m

ℓ sont fonctions
propres communes d’un opérateur agissant surϕ et d’un autre agissant surθ et
ϕ. Nous avons explicitement identifié l’opérateurL2, et nous pouvons v́erifier que
l’opérateurLz s’exprime comme

Lz = −ı h̄
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= −ı h̄ ∂

∂ϕ
(183)

Regardons la d́erivée par rapport̀aϕ :

∂

∂ϕ
=

dx

dϕ

∂

∂x
+
dy

dϕ

∂

∂y
= − r sin θ sinϕ︸ ︷︷ ︸

y

∂

∂x
+ r sin θ cosϕ︸ ︷︷ ︸

x

∂

∂y

= x
∂

∂y
− y ∂

∂x
(184)

Avec la d́efinition en coordonńees cart́esiennes (́eq. 167), nous pouvons vérifier
que le commutateur[L2, Lz] est nul, doncL2 etLz ont des fonctions propres en
commun. En effet, nous avons

L2 Y m
ℓ = h̄2 ℓ (ℓ+ 1)Y m

ℓ

Lz Y
m
ℓ = mh̄Y m

ℓ (185)

3.3.4 Interprétation

En mécanique quantique~L est un vecteur de longueurh̄
√
ℓ(ℓ+ 1) et sa projection

sur un axez et la composanteLz. La projection ne peut avoir que de valeursh̄m
en unit́es dēh avec|m| ≤ ℓ. La projection surx ouy reste ind́etermińee.
Pourℓ → ∞ nous retrouvons le monde classique,à savoir un moment cińetique
qui peut prendre n’importe quelle orientation dans l’espace.
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2h

1h

-1h

-2h

0h

Z

Lz = -2h

Lz = -1h

Lz = 0

Lz = +2h

Lz = +1h

Z

L = h√(l(l+1)

FIG. 12 – La projection sur l’axez et les orientations possibles d’un vecteur de
moment cińetique. On ne peut déterminer simultańment que la longueur du vec-
teur (〈L̂2〉) et sa projection sur l’axez (〈Lz〉).

3.4 Comparaison des systèmes trait́es

Pour les trois systèmes trait́es nous avons obtenu des solutions bien différentes
quant aux fonctions propres et aux valeurs propres.

syst̀eme bôıte oscillateur rotateur

potentiel 0 1
2kx

2 0
coordonńees x x ϕ, θ

valeurs propres h2

8ml2
n2 h̄ν(n+ 1

2) h̄2

2 I ℓ(ℓ+ 1)

diff érences ∼ (2n+1) const. ∼ (ℓ+1)

ordre 10000 cm−1 1000 cm−1 10 cm−1

de grandeur 1 eV 0.1 eV 1 meV

TAB . 2 – Comparaison des ordres de grandeur des différentes niveaux d’énergie.

Les outils d́evelopṕes jusqu’̀a pŕesent nous permettront de les appliquer aux
syst̀emes ŕeels tels que des molécules inorganiques et de comprendre leur spec-
troscopie, en nous basant sur les effets essentiels.
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FIG. 13 – Comparaison deséchelles d’́energie dans une situation d’une molécule
diatomique. Une excitatiońelectronique passe d’une courbe de potentielà l’autre.
Les deux courbes contiennent des niveaux vibrationnels et rotationnels.
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4 ∗ Opérateur moment cińetique

L’opérateur moment cińetique joue un r̂ole très important en ḿecanique quantique, non
seulement dans les cas de la rotation d’une molécule diatomique et de tous les systèmes
soumisà un potentiel central, comme les atomes, pour lesquels il permet de classer les
états, mais aussi parce qu’il existe un moment cinétique intrins̀eque des particules, le
spin, qui n’a pas d’́equivalent classique.

4.1 ∗ Expression des composantes de l’opérateurL

En ḿecanique classique l’oṕerateur moment cińetiqueL est d́efini par la relation :

L = r× p (186)

En ḿecanique quantique, il suffit de remplacerr et p par leur formes oṕerationnelles
pour obtenir l’expression de l’oṕerateur moment cińetique orbital :

r =



x
y
z


 p = −ıh̄∇ (187)

et

L = −



x
y
z


× ıh̄




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z


 = −ıh̄




y ∂
∂z − z ∂

∂y

z ∂
∂x − x ∂

∂z

x ∂
∂y − y ∂

∂x


 (188)

En coordonńees cart́esiennes les composantes de l’opérateurL sont donc :

Lx = −ıh̄
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)

Ly = −ıh̄
(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)

Lz = −ıh̄
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
(189)

On noteraL2 l’opérateur scalaireL2 = L2
x + L2

y + L2
z.

4.2 ∗ Relations de commutation

On peutétablir facilement les relations de commutation :

[Lx, Ly] = ıh̄Lz, [Ly, Lz] = ıh̄Lx, [Lz, Lx] = ıh̄Ly. (190)

Dans le cas de la première relation on a :

[Lx, Ly] = LxLy − LyLx
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= −h̄2{y ∂
∂z
z
∂

∂x
− y ∂

∂z
x
∂

∂z
− z ∂

∂y
z
∂

∂x
+ z

∂

∂x
x
∂

∂z
− z ∂

∂x
y
∂

∂z

+z
∂

∂x
z
∂

∂y
+ x

∂

∂z
y
∂

∂z
− x ∂

∂z
z
∂

∂y
}

= −h̄2{yz ∂2

∂x∂z
+ y

∂

∂x
− xy ∂

2

∂z2
− z2 ∂2

∂x∂y
+ xz

∂2

∂x∂z
− yz ∂2

∂x∂z

+z2 ∂2

∂x∂y
+ xy

∂2

∂z2
− x ∂

∂y
− xz ∂2

∂y∂z
}

= −h̄2{y ∂
∂x
− x ∂

∂y
} = ıh̄Lz (191)

L’opérateurL2 commute avec les composantes deL, en effet

L2Lx − LxL
2 = L3

x + L2
yLx + L2

zLx − L3
x − LxL

2
y − LxL

2
z (192)

et

L2
yLx = LyLxLy − ıh̄LyLz

LxL
2
y = LyLxLy + ıh̄LzLy (193)

Des relations semblables peuventêtre obtenues avecL2
zLx et LxL

2
z qui une fois sub-

stituées dans l’expression de[L2, Lx] permettent d’́etablir la démonstration. Donc :

[L2, Lx] = [L2, Ly] = [L2, Lz] = 0 (194)

4.3 ∗ Hermiticité

L’opérateurL est un oṕerateur hermitique : en effet pour l’une quelconque de ses com-
posantes,Lz par exemple, on peutétablir la relation d’hermiticit́e :

∫
v∗Lzu dxdydz =

∫
(L∗

zv
∗)u dxdydz (195)

où u etv sont des fonctions de carré sommable.

∫
v∗Lzu dxdydz = −ıh̄[

∫
v∗x

du

dy
dxdydz −

∫
v∗y

du

dx
dxdydz]

= −ıh̄[
∫
v∗xu dxdz]∞−∞ + ıh̄

∫
x(
dv∗

dy
)u dxdydz

+ıh̄[

∫
v∗yudydz]∞−∞ − ıh̄

∫
y(
dv∗

dx
)u dxdydz

=

∫
(L∗

zv
∗)u dxdydz (196)

Les valeurs propres deLx, Ly etLz sont donc ŕeelles, de m̂eme que celles deL2 qui est
lui aussi hermitique.
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4.4 ∗ Géńeralisation

On réserve le symboleL au moment cińetique orbital,s au moment cińetique de spin. On
appellera oṕerateur moment cińetique, not́eJ tout oṕerateur hermitique dont les compo-
santes satisfont les relations de commutation :

[Jx, Jy] = ıh̄Jz [Jy, Jz] = ıh̄Jx [Jz, Jx] = ıh̄Jy (197)

de plus :
[J2, Jx] = [J2, Jy] = [J2, Jz] = 0 (198)

Nous allons d́eriver les valeur et vecteurs propres du rotateur rigideà partir de ces rela-
tions de commutation seules.
On d́efinit les oṕerateursJ+ etJ− par les relations suivantes :

J+ = Jx + ıJy J− = Jx − ıJy (199)

Ces oṕerateurs jouent un r̂ole semblablèa celui des oṕerateursa et a+ introduits pour
étudier l’oscillateur harmonique. Remarquons tout d’abord queJ+ etJ− commutent avec
J2 :

[J2, J+] = [J2, Jx] + ı[J2, Jy] = 0

[J2, J−] = [J2, Jx]− ı[J2, Jy] = 0 (200)

ce qui implique que si|ϕ〉 est une fonction propre deJ2 etJz :

J2|ϕ〉 = c|ϕ〉
Jz|ϕ〉 = a|ϕ〉 (201)

J+|ϕ〉 etJ−|ϕ〉 sontégalement fonctions propres deJ2 avec la m̂eme valeur proprec.

J2J+|ϕ〉 = J+J
2|ϕ〉 = cJ+|ϕ〉

J2J−|ϕ〉 = J−J
2|ϕ〉 = cJ−|ϕ〉 (202)

Cependant,J+|ϕ〉 et J−|ϕ〉 sont fonctions propres deJz, mais avec des valeurs propres
diffèrentes :

JzJ+|ϕ〉 = JzJx|ϕ〉+ ıJzJy|ϕ〉
= ıh̄Jy|ϕ〉+ JxJz|ϕ〉+ h̄Jx|ϕ〉+ ıJyJz|ϕ〉 = (a+ h̄)J+|ϕ〉

JzJ−|ϕ〉 = JzJx|ϕ〉 − ıJzJy|ϕ〉 (203)

= ıh̄Jy|ϕ〉+ JxJz|ϕ〉 − h̄Jx|ϕ〉 − ıJyJz|ϕ〉 = (a− h̄)J−|ϕ〉

En réṕetantn fois l’action deJ+ ou deJ− sur |ϕ〉 on obtient les relations ǵeńerales :

JzJ
n
+|ϕ〉 = (a+ nh̄)Jn

+|ϕ〉
JzJ

n
−|ϕ〉 = (a− nh̄)Jn

−|ϕ〉 (204)
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4.4.1 ∗ Commutateurs deJ+ etJ−

Les oṕerateursJ+ etJ− satisfont les relations de commutation suivantes :

[J+, Jz] = [Jx, Jz] + ı[Jy, Jz] = −ıh̄Jy − h̄Jx = −h̄J+

[J−, Jz] = [Jx, Jz]− ı[Jy, Jz] = −ıh̄Jy + h̄Jx = h̄J−

[J+, Jx] = [Jx, Jx] + ı[Jy, Jx] = h̄Jz

[J−, Jx] = [Jx, Jx]− ı[Jy, Jx] = −h̄Jz

[J+, Jy] = [Jx, Jy] + ı[Jy, Jy] = ıh̄Jz

[J−, Jy] = [Jx, Jy]− ı[Jy, Jy] = ıh̄Jz

[J+, J
2] = [Jx, J

2] + ı[Jy, J
2] = 0

[J−, J
2] = [Jx, J

2]− ı[Jy, J
2] = 0

[J+, J−] = −[J−, J+] = [J+, Jx]− ı[J+, Jy] = 2h̄Jz (205)

4.4.2 ∗ Autres relations utiles faisant intervenirJ+ etJ−

On v́erifiera que :

J+J− = J2 − J2
z + h̄Jz (206)

J−J+ = J2 − J2
z − h̄Jz (207)

4.5 ∗ Valeurs propres des opérateursJz etJ2

Comme nous l’avons démontŕe pŕećedement si|ϕ〉 est fonction propre deJ2 et deJz,
Jn

+|ϕ〉 etJn
−|ϕ〉, le sont aussi :

J2Jn
+|ϕ〉 = cJ2Jn

+|ϕ〉 JzJ
n
+|ϕ〉 = (a+ nh̄)Jn

+|ϕ〉
J2Jn

−|ϕ〉 = cJ2Jn
−|ϕ〉 JzJ

n
−|ϕ〉 = (a− nh̄)Jn

−|ϕ〉 (208)

En substituantJ2 par ses expressions en fonction des produits d’opérateursJ+J− et
J−J+ déduites deśequations (206) et (207) :

J2 = J+J− + J2
z − h̄Jz

J2 = J−J+ + J2
z + h̄Jz (209)

on obtient pourn = 0

J2|ϕ〉 = (J+J− + J2
z − h̄Jz)|ϕ〉 = (J+J− + a2 − ah̄)|ϕ〉 = c|ϕ〉

= (J−J+ + J2
z + h̄Jz)|ϕ〉 = (J−J+ + a2 + ah̄)|ϕ〉 = c|ϕ〉 (210)

En multipliantà gauche par le bra〈ϕ| il vient :

c = 〈ϕ|J+J−|ϕ〉+ a2 − ah̄
= 〈ϕ|J−J+|ϕ〉+ a2 + ah̄ (211)
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donc,

(c− a2 + ah̄) = 〈ϕ|J+J−|ϕ〉
(c− a2 − ah̄) = 〈ϕ|J−J+|ϕ〉 (212)

J+ et J− étant complexes conjugués l’un de l’autre, il en est de m̂eme pourJ−|ϕ〉 et
〈ϕ|J+ d’une part etJ+|ϕ〉 et 〈ϕ|J− d’autre part et les produits scalaires〈ϕ|J+J−|ϕ〉 et
〈ϕ|J−J+|ϕ〉 sont positifs ou nuls ce qui conduits aux inégalit́es :

(c− a2 + ah̄) ≥ 0, (c− a2 − ah̄) ≥ 0 (213)

Ces ińegalit́es impliquent qu’il existe une valeur maximale,A, de la valeur proprea de
façonà satisfaire(c− a2 − ah̄) ≥ 0 poura ≥ 0 et une valeur minimale,B, poura ≤ 0.
Ces valeurs propres correspondent aux fonctions propres|ψA〉 et |ψB〉 :

Jz|ψA〉 = A|ψA〉
Jz|ψB〉 = B|ψB〉 (214)

A étant la plus grande etB la plus petite valeur propre

J+|ψA〉 = J−|ψB〉 = 0 (215)

Si les relations ci-dessus n’étaient pas satisfaites, alors il existerait une valeur propre
suṕerieureàA et une valeur propre inférieureàB ce qui est contraire aux ińegalit́es de
l’ équation (213). Ces relations impliquentégalement :

c−A2 −Ah̄ = 0

c−B2 +Bh̄ = c−B2 − |B|h̄ = 0 (216)

ce qui entrâıneB = −A. Le spectre des valeurs propres est donc

−A,−A+ h̄,−A+ 2h̄, . . . , A− 2h̄, A− h̄, A (217)

et
2A = Nh̄ (218)

oùN est un entier. Il existe deux types de valeurs propres selon queN est pair ou impair
Dans le premier casN = 2ℓ etA = ℓh̄. On a la suite de valeurs propres :

ℓh̄, (−ℓ+ 1)h̄, . . . ,−h̄, 0, h̄, . . . , ℓh̄ (219)

Dans le second casN = 2m+1 etA = (m+ 1
2)h̄. La śequence des valeurs propres est :

−(m+
1

2
)h̄, . . . ,−1

2
h̄,

1

2
h̄, . . . , (m+

1

2
)h̄ (220)
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Pour calculer les valeurs propres correspondantes deJ2 on utilisera la relation

A = − h̄
2
− c+

h̄2

4
c = A2 +Ah̄ = A(A+ h̄) (221)

Dans le cas de la première śerie de valeurs propres contenant 0 et dont le moment orbital
L est un exemple physique

c = ℓ(ℓ+ 1)h̄2 (222)

Dans l’autre cas auquel correspond par exemple le spinélectronique

c = (m+
1

2
)(m+

3

2
)h̄2 (223)
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5 L’atome d’hydrogène et les ions hydroǵenöıdes

Les atomes hydroǵenöıdes sont constitúes d’un noyau de charge+Ze et de masse
MN et d’un électron de massem et de charge−e. Ces deux particules exercent
l’une sur l’autre un potentiel coulombien (électrostatique) attractif

V = −Ze
2

r
(224)

où r est la distance de l’électron au noyau. Nous avons mis le facteur4πǫ0 à 1
(voir chapitre 1.6). L’hamiltonieńelectronique du système est :

Ĥ = − h̄
2

2µ
∇2 +

Ze2

r
(225)

avec la masse réduite10

µ =
memp

(me +mp)
≈ me

(
1− me

mp

)
(226)

La correctionme/mp est de l’ordre de 1/2000 pour l’atome d’hydrogène.

5.1 Expression de l’oṕerateur laplacien en coordonńees sph́eriques

Le potentiel est fonction de la seule variabler ; il est donc avantageux de travailler
dans un système de coordonńees òu r est une variable explicite. On choisit donc
le syst̀eme des coordonnées sph́eriquesr, θ, ϕ où :

∇2 =
1

r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(227)

On rapprochera la partie angulaire de cet opérateur de l’expression dêL2

L̂2 = −h̄2

[
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
(228)

Ce qui permet d’́ecrire l’hamiltonien complet comme

Ĥ = − h̄
2

2µ

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
+ V (r) +

1

2µr2
L̂2 (229)

Exercice: vérifier que

1

r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
) =

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

10PourN particules la masse réduite se calcule comme
1

µ
=

N∑

i=1

1

mi

, ce qui donne pour deux

particules la formuléenonćee.
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5.2 Résolution de l’́equation de Schr̈odinger électronique

Puisque la première partie de l’hamiltonien n’agit que sur la variabler, le com-
mutateur[Ĥ, L̂2] vaut źero, etĤ, L̂2 et L̂z ont donc des fonctions propres en
commun.
Les fonctions propres dêL2 et deL̂z sont les harmoniques sphériques (voir cha-
pitre 3.3). Il reste alors̀a chercher la partie dépendante der pour assembler des
fonctionsΨ(r, θ, ϕ), fonctions propres aux trois opérateurs.

Ψ(r, θ, ϕ) = |Ψ〉 = R(r)Y m
ℓ (θ, ϕ) (230)

Nous pouvonśecrire ainsi

Ĥ|Ψ〉 = E |Ψ〉
L̂2|Ψ〉 = h̄2ℓ(ℓ+ 1)|Ψ〉
L̂z|Ψ〉 = mh̄|Ψ〉 (231)

L’application de la partiêL2/(2µ r2) de l’hamiltonien sur la fonction d’ondeΨ
remplace l’oṕerateur par sa valeur propreh̄2ℓ(ℓ + 1)/(2µ r2), ce qui nous am̀ene
apr̀es division deΨ parY m

ℓ à une seuléequation enr pour la partie radialeRℓ(r)
en fonction deℓ

[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
+

2µZe2

h̄2r
+

2µE

h̄2

]
Rℓ(r) = 0 (232)

Les solutions satisfaisantes sont celles pour lesquelles l’int égrale der2R2(r) reste
finie, étant donńe queΨ doit être norḿe, c’est-̀a-dire

1 =
∫
|Ψ|2 dV

=
∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0
|Ψ(r, ϕ, θ)|2 r2 sin θ dϕdθdr

=
∫ ∞

0
r2 |Rℓ(r)|2 dr (233)

On utilise la fonction interḿediaireuℓ(r)

uℓ(r) = rRℓ(r) (234)

qui permet d’́eliminer le terme du premier ordre dans l’équation diff́erentielle

u′′ℓ (r) +
2µ

h̄2

[
E +

Ze2

r
− h̄2ℓ(ℓ+ 1)

2µr2

]
uℓ(r) = 0 (235)

à l’aide de l’identit́e

r
∂2

∂r2

uℓ(r)

r
+ 2

∂

∂r

uℓ(r)

r
=

∂2

∂r2
uℓ(r) (236)
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Exercice: démontrer le passage de l’équation (232)̀a l’ équation (235).

Quandr →∞ l’ équation diff́erentielle tend vers

u′′ℓ (r) +
2µE

h̄2 uℓ(r) = 0 (237)

etuℓ(r) tend vers

uℓ(r) = exp

(
±ı
√

2µE

h̄
r

)
(238)

Suivant le signe deE on a deux cas possibles

1. E est positif

uℓ(r) = exp


±ı

√
2µ|E|
h̄

r


 (239)

uℓ(r) décrit dans ce cas une onde de valeur absolue 1 pour toutr, donc
un électron libre. Cette fonction ne peutêtre norḿee à 1, et ne pŕesente
donc pas uńetat stationnaire de l’́equation de Schrödinger ind́ependante
du temps.

2. E est ńegatif

uℓ(r) = exp


±

√
2µ|E|
h̄

r


 (240)

seule l’exponentielle d́ecroissante est physique car l’intégrale
∫ ∞

0
u2

ℓ(r) dr

devient infini pour l’exponentielle croissante.

Dans ce dernier cas (E négatif) on doit faire un ajustement. On posera

ρ =

√
2µ|E|
h̄

r (241)

et l’on exprimerauℓ(ρ) sous forme d’un produit

uℓ(ρ) = y(ρ) e−ρ (242)

Après simplification parexp (−ρ), il vient

y′′ − 2y′ +

(
A

ρ
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

)
y = 0 (243)
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avec

A =
Ze2

h̄

√
2µ

|E| . (244)

Pour la limiteρ→ 0 le terme proportionnel̀a ρ−2 est dominant, ce qui am̀ene par
ρ2 y′′ − ℓ(ℓ+ 1) y = 0 à la forme

y(ρ) → ρℓ+1 (245)

y est ensuite d́evelopṕe en śerie deρ

y =
∞∑

s=ℓ+1

as ρ
s (246)

et l’équation diff́erentielle devient

∞∑

s=ℓ+1

[(s(s+ 1)− ℓ(ℓ+ 1))as+1 + (A− 2s)as] ρ
s−1 = 0 (247)

qui doit être v́erifiée pour toute valeur deρ. Ceci implique que pour chaque puis-
sances deρ le facteur(s(s + 1) − ℓ(ℓ + 1))as+1 + (A − 2s)as est źero, ce qui
conduità une relation de ŕecurrence entre les coefficientsas

as+1 =
2s− A

s(s+ 1)− ℓ(ℓ+ 1)
as (248)

Si l’on a un nombre fini de termes,y est un polyn̂ome dont le produit par
exp(−ρ) → 0 quand r → ∞. Par contre, si l’on a une śerie infinie, alors
y → exp 2ρ, puisque pours ≫ l et s ≫ A, nous obtenonsas+1 ≈ 2 as/(s + 1)
ou bien la śerie

∑

s

(2 ρ)s

s!
= e2 ρ

donc
uℓ(ρ) ≈ e2 ρ e−ρ = eρ (249)

ce qui n’est plus int́egrable. Pour avoir une solution physique, on doit avoir un po-
lynôme donc,̀a partir d’un indicen donńe, les coefficientsan+1, an+2 . . . doivent
être identiquement nuls, ce qui implique

A = 2n (250)

avecn entier. Tous les coefficientsas avecs > n disparaissent ainsi.
L’ énergieE, proportionnelleà 1/A2, ne peut donc prendre que des valeurs
discr̀etes, le spectre des valeurs propres est discret : l’énergie est quantifíee.

E = −Z
2e4µ

2h̄2n2
= −Z

2

n2
Ry (251)
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avec la constante de Rydberg (env. 13.6 eV ou 109770 cm−1). La fonction d’onde
compl̀ete de l’atome d’hydrog̀ene est alors

Ψnℓm(r, θ, ϕ) = Nnℓ

(
Zr

a0

)ℓ

Yℓm(θ, ϕ) e
− Zr

na0 × polynôme en r (252)

Le polyn̂ome est de d́egŕen− l−1. Ces polyn̂omes sont les d́erivées d’ordre2ℓ+

1 des polyn̂omes de LaguerreLn+ℓ

(
2
Zr

na0

)
. Ces polyn̂omesLk(x) sont d́efinis

comme solutions de l’équation diff́erentielle

x y′′ + (1− x) y′ + k y = 0 (253)

La constantea0 est une longueur et définit l’unité de mesure der :

a0 =
h̄2

me2
= 0.529 177 249 Å = 1 Bohr

1 Bohr est 1 unit́e atomique de longueur.
Les conditions sur les nombres quantiquesn, ℓ etm donnent la multitude deśetats
possibles d’un atome d’hydrogène :

n = 1, 2, 3, . . . nombre principal
ℓ = 0, 1, 2, . . . n− 1 nombre secondaire
m = −ℓ, . . . , 0, . . . ℓ nombre magnétique (254)

Pour chaqueℓ il y a 2ℓ + 1 valeurs possibles dem, et alors
∑n−1

ℓ=0 (2ℓ + 1) = n2

états de m̂emeénergie.
La condition de normalisation s’écrit

1 =
∫ ∫ ∫

|Ψnlm(x, y, z)|2 dxdydz

=
∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0
|Ψnlm(r, θ, ϕ)|2 r2 sin θ drdθdϕ

=
∫ ∞

0
|r Rnl(r)|2 dr ×

∫ π

0

∫ 2π

0
|Ylm(θ, ϕ)|2 sin θ dθdϕ

︸ ︷︷ ︸
=1

=
∫ ∞

0
|r Rnl(r)|2 dr (255)

ce qui permet de d́efinir une densit́e de probabilit́e radialeD(r) par

D(r) = |r Rnl(r)|2 (256)

qui s’intègre sur toutes les valeurs der et donne 1.
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FIG. 14 – La densit́e radiale des diff́erentśetats de l’atome d’hydrog̀ene

Pour le mod̀ele de Bohr le rayon d’une couche (taille de l’atome)était bien d́efini
en supposant que l’électron suit des trajectoires circulaires autour de l’atome. Ceci
n’est plus le cas pour une distribution de densité de probabilit́e de pŕesence conti-
nue, il convient alors de définir la taille d’un atome d’hydrog̀ene dans uńetat
caract́eriśe par ses nombre quantiquesn, ℓ etm par la moyenne de l’oṕerateur̂r :

〈 r̂ 〉 = 〈 Ψnlm| r̂ |Ψnlm 〉
=

∫ ∞

0
r3R2

nl(r) dr =
n2

Z
a0

(
1 +

1

2

(
1− ℓ(ℓ+ 1)

n2

))
(257)

Le résultat se situe alors entre 1.5 fois le résultat du mod̀ele de Bohr (ℓ = 0) et
1 + (3n− 2)/(2n2)→ 1 pour la valeur maximalen− 1 deℓ.
Sans un axe préférentiel (atome libre dans uńetat d’́energieEn et moment
cinétiqueℓ bien d́efinis) toutes les valeurs dem (projection sur l’axez du moment
cinétique) sont adoptées avec une probabilité identique. La densité de probabilit́e
de cet́etat sans axe privilégíe est donc la superposition des densités de probabilit́e
de pŕesence deśetats de m̂emen et ℓ :

ρ(r, θ, ϕ) =
ℓ∑

m=−ℓ

|Ψnlm(r, θ, ϕ)|2
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= R2
nl(r)

ℓ∑

m=−ℓ

|Ylm(θ, ϕ)|2 = R2
nl(r)

2ℓ+ 1

4π
(258)

Cette superposition de dépend plus des anglesθ etϕ, l’atome libre est donc par-
faitement sph́erique. L’identit́e

ℓ∑

m=−ℓ

|Ylm(θ, ϕ)|2 =
2ℓ+ 1

4π

se trouve dans la littérature sous le nom de “théor̀eme d’Uns̈old”.11 Comme
exemple nous pouvons regarder les fonctionsp, qui sont d́efinies parℓ = 1 :

r sin θ cosϕ
r sin θ sinϕ
r cos θ




× e−

Zr
na0 × Polynôme en r

qui correspondent aux fonctionsnpx, npy etnpz. Les parties angulaires sont ainsi
x/r, y/r et z/r, ce qui donne pour la somme d’éq. (258)

x2

r2
+
y2

r2
+
z2

r2
= 1

indépendante deθ etϕ.

11A. Unsöld, Ann.Phys.,387(1927) 355
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6 Atomes polýelectroniques

6.1 Généralit és

Depuis 1867 le tableau périodique de Mendeleiev est connu, bien avant la connais-
sance de l’́equation de Schrödinger. On y trouve des périodes

H – He 2éléments
Li – Ne 8 éléments
Na – Kr 8éléments
K – Ar 18 éléments
Rb – Xe 18éléments
Cs – Rn 32́eléments

Le mod̀ele de Bohr donne des niveaux d’énergie en fonction den, mais pas le
nombre d’́electrons de chaque sous-niveaux que peut contenir un niveau n. Bohr,
pour parvenir aux longueurs des périodes observ́ees, propose en 1922 la reparti-
tion suivante en sous-couches

2 8 18 32
2 4+4 6+6+6 8+8+8+8

Stoner donne en 1924 (encore avant l’équation de Schrödinger 1926) une autre
décomposition des ṕeriodes12

2 8 18 32
2 2+6 2+6+10 2+6+10+14

Pauli utilise les niveaux de l’atome d’hydrogène et constate qu’en mettant 2
électrons dans chaque sous-niveau (2 dans une couches, 6 dans une couchep
...), on obtient la śequence correcte des périodes. Ńeanmoins, il n’explique pas
encore pourquoi il faut deux́electrons — il parle de l’“ambigüıté de l’́electron”.
On introduit un 4̀eme nombre quantiquems, en supposant que chaqueélectron
dans un atome porte une combinaison unique des 4 nombresn, ℓ, m et ms, le
dernier ne pouvant posséder que 2 valeurs différentes.

Ag

four

aimant

aimant

FIG. 15 – L’exṕerience de Stern et Gerlach

L’expérience de Stern et Gerlach avec des atomes neutres d’argent(1922) mettait
en évidence les deux réalisation de ce nombre quantique : les atomes traversent

12E. C. Stoner, Phil.Mag,48 (1924) 719

70



un champ magńetique inhomog̀ene et arrivent sur uńecran dans deux endroits
distincts. Leur moment magnétique~µ, qui interagit avec les champ magnétique
~B parE = −~µ · ~B donne lieuà une force par le gradient du champ en direc-
tion z par ~F = −~∇E = µz(dB/dz). Puisqu’on n’observe que deux déviations
diff érentes,µz ne peut avoir que deux valeurs. Le moment magnétique líe à ~µ est
alors incompatible avec le moment angulaire avecℓ entier, qui produit un nombre
impair 2ℓ + 1 d’orientations par le nombre quantiquem. La solution est donńee
en mettant le moment qui crée le moment magnétique de l’́electronà 1/2, le spin.
Nous arrivons ainsi au modèle des cases quantiques :

3s 3p 3d2p2s1s

FIG. 16 – Le mod̀ele des cases quantiques

et le tableau ṕeriodique est ŕealiśe en remplissant les cases, par desélectrons, une
par une dans un ordre donné, en ne mettant au maximum que 2électrons de spin
oppośe dans une case (principe de Pauli).

6.2 Approche quantique

Pour l’oṕerateur hamiltonien d’un système à plusieursélectrons (n), l’ énergie
cinétique et l’attraction avec le noyau de chaqueélectron doivent y figurer, ainsi
que la ŕepulsion entre leśelectrons :

Ĥ = − h̄2

2m

(
n∑

i=1

∆i

)
− Ze2

(
n∑

i=1

1

ri

)
+

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

1

|~ri − ~rj|
(259)

Cet Hamiltonien agit sur une fonction d’onde, qui est fonction des coordonńees
spatiales et de spin de chaqueélectron

Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rn, s1, s2, . . . , sn) (260)

que nous ne connaissons pas. Notons que seuls les coordonnées spatiales sont
présentes dans l’hamiltonien, le spin n’apparaı̂t pas dans l’oṕerateur.
L’ énergie et la fonction d’ondeΨ sont donńees par la solution de l’équation de
Schr̈odinger :

Ĥ |Ψ〉 = E |Ψ〉 (261)

Cette solution n’est pas connue pour plus d’unélectron. Mais nous connaissons
une propríet́e deΨ, li éeà la syḿetrie souśechange de particules, que nous allons
regarder tout de suite :
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Puisque leśelectrons sont des particulesélémentaires de spin demi-entier (des
fermions en honneur d’Enrico Fermi), deuxélectrons de m̂eme spin ne peuvent
pas occuper le m̂eme endroit dans l’espace. Ce principe fondamental peutêtre
respect́e si l’on demande que la fonction d’onde change de signe sous un échange
de deux́electrons :

Ψ((~r1, s1), (~r2, s2), . . .) = −Ψ((~r2, s2), (~r1, s1), . . .) (262)

La densit́e électronique pour un systèmeà plusieurśelectrons est une fonction de
~r. Dans n’importe quel endroit on trouve une densité de probabilit́e de pŕesence
d’un électron (parmi lesn électrons du système) :

ρ(~r) = n
∫
. . .
∫

︸ ︷︷ ︸
3n−3 intégrales

|Ψ(~r, ~r2, . . . , ~rn)|2 d3r2 . . . d
3rn (263)

L’int égration est effectúee sur les coordonnées den − 1 électrons, laissant ainsi
3 coordonńees libres. L’int́egration sur ces 3 dernières coordonńees donne le
nombre total d’́electrons,n, puisque la fonction d’onde est normée.

6.2.1 Syst̀emesà deuxélectrons

Pour 2électrons (par exemple, l’atome d’hélium) une fonction de la forme

Ψ(~r1, s1, ~r2, s2) = φ(~r1)φ(~r2)
1√
2

[α(s1)β(s2)− α(s2)β(s1)]

= ΦS(~r1, ~r2)×ΘA(s1, s2) (264)

satisfait au changement de signe lors d’unéchange des deux́electrons.α(s1) et
β(s2) désignent ici des fonctions de spin, indiquant “électron 1 a un spin différent
d’électron 2”.ΦS et ΘA sont les parties d’espace et de spin (symétrique et an-
tisymétrique) de la fonctions d’ondeΨ. Souséchange simultańe de position et
de spin des deux́electrons, la fonction d’onde change de signe : la partie spa-
tiale φ(~r1)φ(~r2) reste invariante, mais la partie des spin change de signe. Nous
échangeons les positions~r1 ↔ ~r2 et les spins deśelectronsα(s1)β(s2) ↔
α(s2)β(s1) = β(s1)α(s2) simultańement. Le facteur1/

√
2 donne la normalisa-

tion pour la fonction de spinαβ ± βα :

〈ΘA|ΘA〉 =
1

2
〈αβ ± βα|αβ ± βα〉

=
1

2


〈αβ|αβ〉︸ ︷︷ ︸

=1

±2 〈αβ|βα〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈βα|βα〉︸ ︷︷ ︸
=1


 = 1 (265)
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L’ énergie totale se calcule comme

〈ΦSΘA|Ĥ|ΦSΘA〉 = 〈ΦS|Ĥ|ΦS〉 × 〈ΘA|ΘA〉 = 〈ΦS|Ĥ|ΦS〉 (266)

puisque le Hamiltonien n’agit pas sur les fonctions de spin,consid́eŕees norḿees.
Si les deuxélectrons ne se trouvent pas dans la même orbitale spatialeφ(~r),
mais dans deux orbitales différentes, on peut toujours construire une combinai-
son syḿetrique par

ΦS(~r1, ~r2) =
1√
2

[φ1(~r1)φ2(~r2) + φ1(~r2)φ2(~r1)] (267)

avec le m̂eme facteur de normalisation1/
√

2. La fonction d’onde est alors comme
avant

ΨI(~r1, s1, ~r2, s2) = ΦS(~r1, ~r2)×ΘA(s1, s2)

=
1

2
[φ1(~r1)φ2(~r2) + φ1(~r2)φ2(~r1)] [α(s1)β(s2)− α(s2)β(s1)] (268)

Nous avons ajouté un indexI, puisqu’avec les m̂emes orbitales spatiales et fonc-
tions de spin on peut construire une autre fonction, antisymétrique dans l’espace
et syḿetrique dans le spin :

ΨII(~r1, s1, ~r2, s2) = [φ1(~r1)φ2(~r2)− φ2(~r1)φ1(~r2)] α(s1)α(s2)
= ΦA(~r1, ~r2)×ΘS(s1, s2) (269)

dont la partie spatiale change de signe souséchange des deux́electrons, mais la
partie spin reste invariante.
Deux autres fonctions syḿetriques de spin sont possibles, qui nous amènent̀a trois
fonctions d’onde de de m̂emeénergie totale :

α(s1)α(s2)
1√
2

(α(s1)β(s2) + β(s1)α(s2)) β(s1)β(s2)

d’apr̀es

〈ΦAΘS|Ĥ|ΦAΘS〉 = 〈ΦA|Ĥ|ΦA〉 × 〈ΘS|ΘS〉 = 〈ΦA|Ĥ|ΦA〉 (270)

Ces deux fonctionsΨI et ΨII sont d́ejà une approximatioǹa la fonction d’onde
exacte, car elles ne contiennent pas un terme dans la distance inter-́electronique
~r1−~r2. Nous avons pris comme essai un produit de deux “orbitales”,qui sont des
fonctions qui ne d́ependent que des coordonnées spatiales d’un seulélectron, sans
aucune information de l’emplacement de l’autreélectron.
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6.2.2 Au del̀a de 2électrons

Le principe du changement de signe de la fonction d’onde lorsde l’échange de
deuxélectrons (position et spin simultanément) ne permet plus de séparer la fonc-
tion d’onde en une partie d’espace et une partie de spin, puisque nous devrions
respecter simultańement les 5́egalit́es

Ψ(x1,x2,x3) = −Ψ(x2,x1,x3) = −Ψ(x1,x3,x2)
= Ψ(x2,x3,x1) = Ψ(x3,x1,x2) = −Ψ(x3,x2,x1) (271)

(les coordonńeesxi désignent les coordonnées de l’espace et de spin ensemble :
xi = (~ri, si) ). En 1929 Slater propose d’utiliser undéterminant

Ψ(~r1 . . . , ~rn, s1 . . . sn) =
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣

φ1(~r1)σ1(s1) . . . φ1(~rn)σ1(sn)
...

.. .
...

φn(~r1)σn(s1) . . . φn(~rn)σn(sn)

∣∣∣∣∣∣∣
(272)

Les fonctionsφi(~r) sont appeĺees “orbitales” pour d́esigner l’́etendu spatiale de la
probabilit́e de pŕesence d’uńelectron (le carŕeφ2

i (~r) donnera cela), et les fonctions
σ(s) sont des fonctions de spin, qui peuvent prendre 2 valeurs (α etβ, ms = 1/2
ou−1/2). Il faut bien noter qu’avec cettéecriture le spin est associé à l’orbitale ,
en en faisant unespin-orbitale.
Les r̀egles de calcul de déterminants font
– que l’́echange de 2́electrons, qui correspond̀a l’échange de 2 colonnes de la

matrice, entrâıne un changement de signe pour la fonction d’onde ;
– que deux́electrons de m̂eme spin ne peuvent pas occuper le même endroit dans

l’espace — la matrice aura 2 colonneségales et la valeur du déterminant sera
nul ;

– que les orbitales spatiales de deuxélectrons de m̂eme spin doivent̂etre
également diff́erentes, ce qui correspondà la r̀egle de ne pas occuper une case
quantique par deux́electrons de m̂eme spin.

Essayons le calcul du déterminant avec 2́electrons dans une seule orbitale spatiale
φ(~r) :

Ψ(~r1, ~r2, s1, s2) =
1√
2

∣∣∣∣
φ(~r1)α(s1) φ(~r2)α(s2)
φ(~r1) β(s1) φ(~r2) β(s2)

∣∣∣∣

=
1√
2

(φ(~r1)α(s1)φ(~r2)β(s1)− φ(~r1)β(s1)φ(~r2)α(s2))

=
1√
2
φ(~r1)φ(~r2) (α(s1)β(s2)− β(s1)α(s2)) (273)

ce qui revient̀a éq. (264). Le d́eterminant sera noté par la suiteΨ(~r1, ~r2, s1, s2) =
|φφ̄〉 dans la notation de Dirac. L’absence ou présence d’un trait sur l’orbitale
spatiale indique sa partie spinα ouβ.
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Notons par ailleurs, que notre fonctionΨI impliquant deux orbitales spatiales
diff érentes et deux spins différentes ne peut paŝetre écrite comme simple
déterminant de Slater. En partant de nos deux fonctionΦSΘA etΦAΘS du chapitre
préćedent, nous pouvonśecrire :

ΦS(~r1, ~r2)ΘA(s1, s2) =
1

2
[φ1φ2 + φ2φ1] [αβ − βα]

=
1

2
[φ1φ2αβ − φ2φ1βα− φ1φ2βα+ φ2φ1αβ]

=
1√
2

(
1√
2

∣∣∣∣
φ1(1)α(1) φ1(2)α(2)
φ2(1)β(1) φ2(2)β(2)

∣∣∣∣−
1√
2

∣∣∣∣
φ1(1)β(1) φ1(2)β(2)
φ2(1)α(1) φ2(2)α(2)

∣∣∣∣

)

=
1√
2

(
|φ1φ̄2〉 − |φ̄1φ2〉

)
=

1√
2

(
|φ1φ̄2〉+ |φ2φ̄1〉

)
(274)

ce qui nous am̀eneà une fonction d’ondèa plusieurs d́eterminants.

6.2.3 Principe variationnel

La forme explicite des orbitales est encore inconnue. On peut donc commencer
avec une orbitales d’essaiΨ(λ) paraḿetŕee parλ, et on calcule l’́energie associée
en fonction de ces paramètres

EΨ(λ) = 〈Ψ(λ)|Ĥ|Ψ(λ)〉

Notre fonction d’essai ne satisfait sûrement pas l’́equation de SchrödingerĤΨ =
EΨ et sera donc composée du vraiétat fondamental et deśetats excit́es. Son
énergie est alors toujours supérieureà l’énergie exacte. Par minimisation par rap-
port aux param̀etresλ on peut aḿeliorer la fonction d’onde — on est sûr de ne
jamais d́epasser l’́energie de l’́etat fondamental.
Cette proćedure d’optimisation avec l’hamiltonien polyélectronique et un seul
déterminant est nomḿe Hartree-Fock (d’après Hartree et Fock qui l’ont proposé
indépendemment en 1930).
Dans les exercices nous rencontrons l’optimisation d’un seul param̀etreλ pour
l’orbitale 1s hydroǵenöıde pour l’atome de h́elium. Hylleraas13 a calcuĺe en 1928
l’ énergie totale d’un atome d’hélium avec grande précision en utilisant l’approche

Ψ(~r1, ~r2) = N eα (r1+r2)
(
1 + β |~r1 − ~r2|+ γ |~r1 − ~r2|2 + δ |r1 − r2|

+ǫ (r1 + r2) + ζ (r1 + r2)
2
)

(275)

avec les param̀etresα, β, . . ., ζ.
13E. A. Hylleraas, Z.Phys.,48 (1928) 469
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6.3 Simplification : le mod́ele de Slater (1930)

Après avoir vu le traitement quantique et l’impossibilité de trouver une solution
exacte, on cherche une solution approchée. La premìere approximation consiste
en un mod̀eleàélectrons ind́ependants. La difficulté liée au couplage desélectrons
sera absorb́ee dans un jeu de paramètres, et l’́energie totale est la somme de contri-
butions individuelles des différentśelectrons :

Etot =
n∑

i=1

Ei (276)

Ces contributions sont obtenues en faisant l’hypothèse qu’unélectron dans un
atome, d́ecrit par un ensemble de nombres quantiquesn, l et m, “ressent” les
autresélectrons entre celui-ci et le noyau. La charge effectivement ressentie par
cet électron devient la charge du noyau diminuée par la pŕesence moyenne des
autreśelectrons qui possèdent une valeur den égale ou inf́erieure.
LeZ du noyau devient alors un Z effectif (Z∗) :

Z∗
i = Z −

∑

j

σij

avec des param̀etres d’́ecrantageσij. En utilisant les valeurs expérimentales, Sla-
ter14 propose 4 param̀etres diff́erents :

i j σij

1s 1s 0.31
nsp

nd

nsp

nd

}
0.35

nsp (n− 1)sp,d 0.85
sinon 1

L’ énergie associéeà une orbitale sera l’énergie d’un hydroǵenöıde avec nombre
principaln et coeur ionique de chargeZ∗ :

Ei = −Ry
(
Z∗

i

n

)2

avec la constante de RydbergRy = −13.6 eV.
Comme exemple l’atome d’aluminium (Z=13, configurationélectronique1s22s22p63s23p1)
peut nous servir :
Lesénergies sont expriḿees ici en unit́es atomiques (1 u.a. = 2Ry = 27.21 eV) ;
l’ énergie totale s’obtient en sommant toutes les contributions individuelles :

Etotal = 2× E1s + 8× E2sp + 3× E3sp

14J. C. Slater, Phys.Rev.,36 (1930) 57
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couche calcul Z∗ Ei = −0.5 (Z∗
i /ni)

2

1s 13− 0.31 12.69 −80.52
2sp 13− 2× 0.85− 7× 0.35 8.85 −9.79
3sp 13− 2× 1− 8× 0.85− 2× 0.35 3.50 −0.68

= −2× 80.52− 8× 9.79− 3× 0.68 = −241.4 u.a. (277)

Pour des couches avecn > 3 le mod̀ele ńecessite une adaptation pour donner des
résultats proches de l’expérience : len est remplaće par unn effectif n∗ suivant

n 1 2 3 4 5 6
n∗ 1 2 3 3,7 4 4,2

Les orbitales sont expriḿees par les fonctions radiales

φ(r;Z∗, n∗) = N rn∗−1e
−Z∗

n∗

r
a0 (278)

et lesYlm(θ, ϕ). Contrairement aux fonctions de l’atome d’hydrogène il n’y a
plus de noeuds dans ces fonctions radiales. Ceci permet de calculer aisement le
maximum de la densité radiale d’une orbitale :

rmax =
(n∗)2

Z∗
a0

ce qui correspond au rayon d’un système hydroǵenöıde de charge nucléaireZ∗

pris dans sońetatn∗.

6.3.1 Que peut-on calculer avec le mod̀ele de Slater ?

Stabilit é de configurations diff́erentes : pour les élémentsd (Sc – Zn par
exemple) la configuration4s23d(n−2) est plus stable que les configurations
4s13d(n−1) et 4s03dn. Ceci est illustŕe dans l’exemple de l’atome de Ti (Z=22)
pour lequel nous avons 4́electrons dans les orbitales4s ou 3d (énergies en u.a.).
Le calcul de l’́energie totale des différentes configurations m̀ene au tableau sui-
vant, dessińe également en figure 17 :

couche 4s23d2 4s13d3 4s03d4

Z∗
4s 3.15 2.65 —

Z∗
3d 3.65 3.30 2.95

E4s −0.36 −0.26 —
E3d −0.74 −0.61 −0.48
Etot −842.64 −842.51 −842.37

On voit alors la r̀egle de Klechkowski,̀a savoir que le remplissage de la couche 4s
est avantageux par rapportà la couche 3d. Pourtant, l’énergie de l’orbitale 3d est
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3d

4s

Ti+ (d2s1) Ti (d2s2) Ti (d3s1) Ti (d4s0)

0.0007.55 eV 7.37 eV3.63 eV

Slater model (Ti, Z=22)
E

E(rel)

FIG. 17 – Stabilit́e de configurations différentes en eV, par rapportà la confi-
guration de l’́etat fondamental,3d24s2. Les énergies des orbitales dépendent de
l’occupation, ce qui montre l’inclusion implicite de la répulsionélectron-́electron
dans le mod̀ele de Slater.

toujours plus basse que celle de l’orbitale 4s. Ce n’est plus l’ énergie de l’orbitale
qui compte, mais l’́energie totale de la configuration. En outre, lesénergies des
orbitales d́ependent du remplissage, nous n’avons plus desénergies fixes pour
les orbitales comme dans l’atome d’hydrogène. L’interaction entre leśelectrons
(absente pour l’hydrog̀ene) entre ici en jeu.
Notons que la r̀egle de Klechkowski connaı̂t des exceptions, par exemple dans la
premìere śerie deśeléments de transition

3d1 3d2 3d3 3d4 3d5 3d6 3d7 3d8 3d9 3d10

4s2 Sc Ti V Mn Fe Co Ni Zn
4s1 Cr Cu
4s0

et dans la deuxième śerie

4d1 4d2 4d3 4d4 4d5 4d6 4d7 4d8 4d9 4d10

5s2 Y Zr Cd
5s1 Nb Mo Tc Ru Rh Ag
5s0 Pd

où il y a plus d’exceptions que d’atomes respectant cette règle. Pour leśelémentsf
nous avons par exemple Pa (Z=91) et U (Z=92) avec les configurations6d15f 2 et
6d15f 3 avec plusieurs couches ouvertes, ce qui rend les actinides intéressants pour
la chimie. Sans connaı̂tre le couplage des spins nous ne pouvons jamais retrouver
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ces exceptions̀a la r̀egle de Klechkowski, puisque le spin est complètement absent
du mod̀ele de Slater.

Energie d’ionisation : uneénergie d’ionisation est définie par

EI = Eion − Eneutre

Pour l’énergie de première ionisation l’́electron le moins líe est arrach́e du cort̀ege
électronique, avec le nombre principal le plusélévé.

Photon 

ou électron

Photon X

Ionisation d'une

couche interne
Relaxation de la lacune

par émission X

FIG. 18 – Au del̀a de la premìere ionisation on peutégalement arracher unélectron
interne. La ŕeorganisation deśelectrons dans cet ion dans unétat hautement excité
donne lieùal’émission de rayons X.

Prenons encore l’exemple de Ti : pour calculer l’énergie d’ionisation il suffit de
ne regarder que la couche4s, les autreśetant inchanǵees lors de l’ionisation. Nous
trouvons unZ∗ de 3.15 (neutre) et 3.50 (ion). L’énergie d’ionisation est donnée
par

EI = Eion
4s − 2× Eneutre

4s = −Ry 3.502 − 2× 3.152

3.702
= 7.55 eV

bien comparablèa la valeur exṕerimentale de 6,82 eV.
Un autre exemple d’ionisation est la production derayons X : un électron de
hauteénergie est envoyé sur un ḿetal, dans lequel il ionise un atomeéjectant un
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FIG. 19 – Sch́ema d’un tubèa rayons X. Leśelectrons, lib́eŕes par chauffage
(courant iàgauche) d’un fil ḿetallique et acćeléŕes par un potentiel V irradient un
métal et provoquent un rayonnement X.

électron d’une couche profonde, par exemple 1s. Puis unélectron de la couche 2p
vient combler la lacune ainsi créée eńemettant un rayonnement X (un photon).
La transition 2p→ 1s est appellée la raie Kα. Kβ correspond̀a une transition 3p
→ 1s, etc., et les raies 3p→ 2s portent le nom Lα, puis Mα etc. Pour l’atome de
titane la raie exṕerimentale Kα se trouveà 4505 eV et 4510 eV (éclatement par
couplage spin-orbite). Calculons la même transition avec le modèle de Slater en
comparant l’ion avec uńelectron 1s manquant et l’ion sans unélectron 2p :

couche Ti+(1s) Ti+(2p)
E1s −242.0 −235.2
E2sp −43.7 −41.4
E3sp −7.7 −7.5
E3d −1.2 −1.2
E4s −0.6 −0.6
Etot −656.71 −823.75

L’ énergie de l’orbitale1s du premier ion est de−242 u.a., et une image naı̈f
calculerait la diff́erence comme “on gagne un 1s, et on donne un 2p, donc
−242.0 + 41.2 = −201 u.a.= 5456 eV”, ce qui n’est pas tr̀es pŕecis. En tenant
compte de la relaxation desénergies par la diff́erence des occupations, on trouve
une diff́erence de 167.05 u.a. = 4545 eV, qui ne présente qu’un erreur d’environ
un pourcent par rapportà l’expérience.
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Affinit és électroniques : l’affinit é électronique correspond au processusA +
e− −→ A−

A.E. = Eneutre − Eanion

En chimie on connâıt les ions Cl−, F− et Br−, et moins connu, maiśegalement
stables l’anion H− et les anions des ḿetaux alcalins entre autres. Regardons les 4
exemples suivants

atome A.E. Eneutre Eanion A.E.
(exp., en eV) (en u.a.) (en u.a.) (calc., en eV)

H 0.754 −0.500 −0.476 <0
F 3.399 −99.176 −99.039 <0
Cl 3.615 −458.15 −458.37 5.99
Br 3.364 −2527.15 −2527.74 16.05

Le mod̀ele de Slater est inutilisable pour calculer les affinitésélectroniques. Par
ailleurs, les anions ne sont pas seulement un problème pour le mod̀ele de Slater,
même les mod̀eles plus sophistiqúes de la chimie th́eorique ńecessitent en ǵeńeral
beaucoup plus d’attention pour calculer des anions que des atomes ou moĺecules
neutres ou positivement chargées.

Taille des atomes, rayon covalent: La taille de l’orbitale peut̂etre estiḿee en
recherchant le maximum de la densité radiale :

Drad(r) = r2R2(r) = N2r2n∗

exp [−2
Z∗

n∗
r]

La dérivée de cette expression s’annule pourr = 0 et r = rm avec

rm =
(n∗)2

Z∗

On trouve alors la relation connue du modèle de Bohr, quadratique enn∗ et inver-
sement proportionnelà la charge nucléaire effectiveZ∗ (voir éq. 28). Ceci permet
par exemple d’estimer la masse volumique d’un réseau dense d’un cristal ionique
ou d’un ḿetal.

Nous pouvons comparer les rayons d’orbitales obtenus par uncalcul Hartree-Fock
(optimisation d’un seul d́eterminant avec l’hamiltonien exact, voir chapitre 6.2.3)
et le mod̀ele de Slater.
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Nous voyons ainsi que le modèle de Slater dans sa simplicité reproduit relative-
ment bien la structure des couches atomiques et non seulement desénergies. Il
faut ńeanmoins garder en ḿemoire que ce mod̀ele donne des résultats qualitati-
vement correctes, mais que souvent un calcul plus compliqué est ńecessaire pour
des ŕesultats de pŕecision spectroscopique.
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6.3.2 Syst̀emes polýelectroniques et oṕerateurs de spin total

Pour un syst̀emeàn particules on d́efinit le moment de spin total en sommant les
spins de toutes les particules

Ŝ =
∑

i

ŝ(i) =
∑

i



ŝ(i)

x

ŝ(i)
y

ŝ(i)
z


 =




Ŝx

Ŝy

Ŝz


 (279)

on d́efinit également les oṕerateurŝS2, Ŝ+ et Ŝ−

Ŝ2 = Ŝ2
x + Ŝ2

y + Ŝ2
z

Ŝ+ = Ŝx + ıŜy

Ŝ− = Ŝx − ıŜy (280)

Nous connaissons l’action des premiers deux sur une fonction de spin d́esigńee
parΘ(S,MS) comme.

Ŝ2Θ(S,MS) = S(S + 1)h̄2 Θ(S,MS)

ŜzΘ(S,MS) = MSh̄Θ(S,MS)

(281)

Nous avon alors par̂S+Ŝ− = Ŝ2
x + Ŝ2

y − i
(
ŜxŜy − ŜyŜx

)
et−i2 = +1

Ŝ−Ŝ+ = Ŝ2 − Ŝ2
z − h̄Ŝz

Ŝ+Ŝ− = Ŝ2 − Ŝ2
z + h̄Ŝz (282)

d’apr̀es les r̀egles des commutateurs pour moments angulaires[Ŝx, Ŝy] = ih̄Ŝz.
Si les oṕerateursŜ+ et Ŝ− peuventêtre appliqúes sur la fonctionΘ(S,MS), les
produitsŜ+Ŝ− et Ŝ−Ŝ+ ne changent pas une fonction propre deŜ2 et Ŝz, mais
produisent les valeurs propresS(S+)−M2

s +Ms = S(S + 1)−Ms(Ms − 1) et
S(S + 1)−Ms(Ms + 1). Nous pouvons d́eduire que

Ŝ+Θ(S,MS) =
√
S(S + 1)−MS(MS + 1)h̄Θ(S,MS + 1)

Ŝ−Θ(S,MS) =
√
S(S + 1)−MS(MS − 1)h̄Θ(S,MS − 1) (283)

L’opérateurŜ2 ne peut paŝetre écrit sous la forme d’une somme d’opérateurs
monóelectroniques, mais il peut̂etre expriḿe à partir des oṕerateurs lińeaires
Ŝz, Ŝ− et Ŝ+. En effet, par inversion de 282 nousécrivons

Ŝ2 = Ŝ−Ŝ+ + Ŝ2
z + h̄Ŝz (284)

Ŝ2 = Ŝ+Ŝ− + Ŝ2
z − h̄Ŝz (285)

Le nombre quantiqueMS peut prendrems = 2S + 1 valeurs comprises entre−S
etS.Ms est la multiplicit́e de spin de l’́etatélectronique. Uńetat avecms = 1 est
appeĺe singulet,ms = 2 doublet,ms = 3 triplet, . . . etc.
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6.4 ∗ Action des oṕerateursŜ2 et Ŝz sur les d́eterminants de Slater

L’action de l’oṕerateurŜz sur un d́eterminant de Slater est de multiplier ce déterminant
par (nα − nβ)/2, où nα etnβ désigne les nombres de spinorbitalesα etβ

Ŝz|k1(1), k2(2), . . . , kN (N)| = ŝz(1)|k1(1), k2(2), . . . , kN (N)|+
ŝz(2)|k1(1), k2(2), . . . , kN (N)|+ . . .

+ŝz(N)|k1(1), k2(2), . . . , kN (N)|

=
1

2
(nα − nβ)|k1(1), k2(2), . . . , kN (N)| (286)

Pour faire agirŜ2 on utilise les relations 284, 285 et en géńeral on obtient une combinai-
son lińeaire de d́eterminants de Slater. Si un déterminant de Slater est toujours fonction
propre deŜz, il n’est pas toujours fonction propre dêS2. Pour obtenir des fonctions propre
deŜ2, on doit faire des combinaisons linéaires de d́eterminants de Slater. Dans le cas des
syst̀emes̀a couches complètes, les orbitales (fonctions d’espace) sont toutes doublement
occuṕees, c’est̀a dire qu’à chaque spinorbitaleα, φk, correspond une spinorbitalēφk de
spinβ ayant la m̂eme partie spatiale.

D = |φ1(1)φ̄1(2) . . . φN (2N − 1)φ̄N (2N)| (287)

et

ŜzD = 0

Ŝ2D = Ŝ+Ŝ−D = Ŝ−Ŝ+D = 0 (288)

en effet

Ŝ+D =

(√
S(S + 1)−Ms(Ms + 1)

) (
|φ1(1)φ1(2) . . . φN (2N − 1)φ̄N (2N)|+ . . .+

)

|φ1(1)φ̄1(2) . . . φN (2N − 1)φN (2N)| = 0

Ŝ−D =
√
S(S + 1)−Ms(Ms − 1)|φ̄1(1)φ̄1(2) . . . φN (2N − 1)φ̄N (2N)|+ . . .+

|φ1(1)φ̄1(2) . . . φ̄N (2N − 1)φ̄N (2N)| = 0 (289)

parce que les d́eterminants qui apparaissent dans les sommes ont tous deux des spinorbi-
tales identiques, et sont donc nuls. Le déterminant d’un systèmeà couches complètes est
fonction propre deŜ2 et deŜz avec les valeurs propresS = 0,MS = 0, c’est unétat
singulet.
On appelle systèmeà couches ouvertes, un système òu N orbitales sont monooccupées.
Pour construire les fonctions propres de spin, il suffit de raisonner sur les2N déterminants
construits sur orbitales simplement occupées. Le d́eterminant ne comprenant que des
spin-orbitalesα est fonction propre dêSz avec la valeur propreMS = N/2, il est
également fonction propre dêS2 puisque :

Ŝ+|φ1(1)φ2(2) . . . φN (N)| = 0 (290)
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ce qui entrâıne

Ŝ2|φ1(1)φ2(2) . . . φN (N)| = (S−S+ + S2
z + Sz)|φ1(1)φ2(2) . . . φN (N)|

=
N

2
(
N

2
+ 1)|φ1(1)φ2(2) . . . φN (N)| (291)

etS =
N

2
Pour trouver les autres composantes du multiplet on fait agir l’opérateur Ŝ− de façon
successive. Les fonctions propres deŜ2 correspondant aux valeurs deS plus petites sont̀a
déterminer en formant des combinaisons linéaires de d́eterminants comme dans l’exemple
suivant.

6.4.1 ∗ Syst̀emeà trois couches ouvertes

On peut formerN3 = 8 déterminants en distribuant les spins des 3électrons ćelibataires
dans les trois orbitales spatialesφ1, φ2 etφ3 :

MS = 3
2 D1 = |φ1(1)φ2(2)φ3(3)|

MS = 1
2 D2 = |φ̄1(1)φ2(2)φ3(3)| D3 = |φ1(1)φ̄2(2)φ3(3)| D4 = |φ1(1)φ2(2)φ̄3(3)|

MS = −1
2 D5 = |φ̄1(1)φ̄2(2)φ3(3)| D6 = |φ̄1(1)φ2(2)φ̄3(3)| D7 = |φ1(1)φ̄2(2)φ̄3(3)|

MS = −3
2 D8 = |φ̄1(1)φ̄2(2)φ̄3(3)|

De ces 8 d́eterminants nous pouvons construire un quartet (S = 3
2 ) avec 4 composantes

(Sz = ±3
2 etSz = ±1

2 ) et deux doublets (S = 1
2 ) avec 2 composantes chacun (Sz = ±1

2 ).

Les d́eterminantsD1 etD8 sont fonctions propres dêS2 avec la valeur propreS = 3
2 .

Ŝ2D1 = (Ŝ−Ŝ+ + Ŝ2
z + Ŝz)D1 = 0 +

9

4
D1 +

3

2
D1 =

15

4
D1

Ŝ2D8 = (Ŝ+Ŝ− + Ŝ2
z − Ŝz)D8 = 0 +

9

4
D8 +

3

2
D8 =

15

4
D8 (292)

En faisant agirŜ− on obtient, avec
√
S(S + 1)−Ms(Ms − 1) =

√
15/4− 3/4 =

√
3 :

Θ(
3

2
,

1

2
) =

1√
3
S−Θ(

3

2
,

3

2
) =

1√
3
Ŝ−D1 =

1√
3

(D2 +D3 +D4)

Θ(
3

2
,−1

2
) =

1√
3
Ŝ+ Θ(

3

2
,−3

2
) =

1√
3
Ŝ+D8 =

1√
3

(D5 +D6 +D7) (293)

ce qui nous laisse avec les 4 composantes du quartet. Le facteur
√

3 aurait pu être
trouvé en normalisation la fonctionD2 +D3 +D4, en ignorant le facteur accompagnant
l’opérateurŜ−.
On peut trouver les composantes des doubletsS = 1

2 en formant des combinaisons
linéaires de d́eterminants orthogonales̀a Θ(3

2 ,
1
2) et à Θ(3

2 ,−1
2).
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Un autre ḿethode est de faire agir̂S+ et Ŝ− sur des combinaisons linéaires repŕesentant
Θ(1

2 ,
1
2) etΘ(1

2 ,−1
2) :

Θ(
1

2
,

1

2
) = aD2 + bD3 + cD4

Θ(
1

2
,−1

2
) = dD5 + eD6 + fD7 (294)

L’action des oṕerateurs de spin doit donner zéro comme ŕesultat, puisqueSz = ±3
2 n’est

pas possible pourS = 1
2 :

Ŝ+Θ(
1

2
,
1

2
) = 0

Ŝ−Θ(
1

2
,−1

2
) = 0 (295)

AvecŜ+D2 = Ŝ+D3 = Ŝ+D4 = D1 et Ŝ−D5 = Ŝ−D6 = Ŝ−D7 = D8 nous avons
nécessairement

a+ b+ c = 0

d+ e+ f = 0 . (296)

Un choix possible esta = 1, b = −1 et c = 0, avec une normalisation correcte, c’est-à-
dire

Θ1(
1

2
,
1

2
) =

1√
2

(D3 −D4) (297)

ce qui nous donne le premier des deux doublets avec l’action deŜ− :

Ŝ− Θ1(
1

2
,
1

2
) = Θ1(

1

2
,−1

2
) =

1√
2

(D5 +D7 −D6 −D7) =
1√
2

(D5 −D6) (298)

Le deuxìeme doublet doit alorŝetre orthogonal au quartet et au premier doublet, ce qui
ne laisse pas d’autre choix (modulo le signe) que

Θ2(
1

2
,
1

2
) =

1

2
(2D2 −D3 −D4) (299)

Faisons la preuve :

√
12 〈Θ(

3

2
,
1

2
)|Θ2(

1

2
,
1

2
)〉 = 〈D2 +D3 +D4|2D2 −D4 −D3〉

= 2〈D2|D2〉 − 〈D3|D3〉 − 〈D4|D4〉 = 0
√

8 〈Θ1(
1

2
,
1

2
)|Θ2(

1

2
,
1

2
)〉 = 〈D3 −D4|2D2 −D4 −D3〉

= 〈D3|D3〉 − 〈D4|D4〉 = 0 (300)

Il resteà construire la 2̀eme fonction avecSz = −1/2 :

Θ2(
1

2
,−1

2
) = S− Θ2(

1

2
,
1

2
) =

1

2
(D5 +D6 − 2D7) (301)
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Nous avons construit ainsi les 4 composantes du quartet, et deux doublets orthogonaux.
Pour les doublets nous avons fait un choix particulier (éq. 297), et n’importe quel melange
des deux doublets par un rotation orthogonale nous amèneà un autre jeu valable de deux
doublets. (

Θ′
1

Θ′
2

)
=

(
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

) (
Θ1

Θ2

)
= D2(ϕ)

(
Θ1

Θ2

)
(302)

pour tout angle de rotationϕ.

6.5 Etats spectroscopiques des atomes

L’occupation des orbitales n’est pas une observable, seulel’ énergie et les mo-
ments cińetiques le sont. Parmi différents couplages possibles nous proposons ici
le plus rencontŕe, le couplage LS. Tous les moments cinétiques deśelectrons~ℓi se
couplent (par addition vectorielle) pour donner un moment global ~L, et tous les
spins~si couplentégalement pour donner un spin global~S :

~L = ~ℓ1 + ~ℓ2 + . . .+ ~ℓn
~S = ~s1 + ~s2 + . . .+ ~sn (303)

Puisqu’il s’agit de moments cinétiques, leurs projections sur l’axez, les nombres
quantiquesm desélectrons (moment cińetique et spin) donnent deux nombres
globauxML etMS :

ML = mℓ,1 +mℓ,2 + . . .+mℓ,n

MS = ms,1 +ms,2 + . . .+ms,n (304)

Finalement nous pouvons coupler~L et ~S pour donner un moment global appelé
~J :

~J = ~L+ ~S

qui lui aussi est quantifíe et sa projection sur l’axez vaut :

MJ = ML +MS (305)

La fonction d’onde de l’atome est une fonction propre de chaque oṕerateurĴ2, L̂2,
Ŝ2, Ĵz, L̂z, Ŝz etĤ parce que les commutateurs entre chaque paire sont strictement
zéro. Unétat est alors caractériśe par un symbole

2S+1LJ

avec la notation S, P, D, F pourL = 0, 1, 2, 3 etc.2S+1 donne le nombre d’orien-
tations diff́erentes de spin, c’est-à-dire le nombre de combinaisons de spinsα etβ
pour un spin totalS. S=1 donne alors 3 fonctions,MS = 1, 0,−1 correspondant
avec 2 spins aux combinaisonα(1)α(2), (α(1)β(2) + β(1)α(2)) etβ(1)β(2).
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M  = 0M  = 1 M  = −1SSS

Un état spectroscopique ne correspond plus forcémentà une seule configuration
d’occupation de cases quantiques, maisà une combinaison lińeaire de plusieures
configurations. En prenant la configuration avec le maximum de spins parall̀eles, il
est possible de construire les autres configurations. Mais nous ne le ferons pas ici,
nous utilisons la configuration de gauche sur la figure pour représenter le triplet
(S = 1). Pour un atome d’h́elium (voir section 6.2.1) on peut alorsétablir une
série d’́etats de spin total zéro, et une autre série de spin total de 1, des singulets
(S=0) et des triplets (S=1), avec des valeurs deL de 0 et 1 pour deśelectronss et
un électronp.
Une transition par radiation a pour conséquence de changer la valeur deL par
une unit́e, mais ne touche pasà la fonction de spin. Un atome dans unétat triplet
peut absorber oúemettre un photon pour passer de3S à 3P ou l’inverse, mais ne
peut jamais passerà unétat1S, un singulet. Or, l’́etat fondamental est le singulet
avec deux́electrons dans l’orbitale1s. L’ état 3S est alors ḿetastable et ne peut
tomber vers l’́etat fondamental par transition radiative. La perte d’énergie ne peut
se faire que par transfert d’énergie (collisions entre atomes, capture d’électrons).
Avant l’établissement du traitement théorique on parlait alors de “Parahélium” et
d’“Orthohélium” pensant avoir deux espèces d’h́elium différentes.
De même le deuxìemeétat 1S ne peut pas se décomposer directement par une
émission d’un photon vers l’état fondamental. Il est nécessaire d’absorber d’abord
un photon pour passer vers unétat1P pour ensuite pouvoiŕemettre un photon et
passer̀a l’état fondamental.
Cette pŕesentation rapide de transitions entreétats est valable pour des spectres
d’atomes bien plus complexes. A cela s’ajoute encore le couplage des spins avec
les moments cińetiques (couplage spin-orbite) et des effets purement relativistes,
qui am̀enentà unéclatement des niveauxénerǵetiques par rapport au momentJ .
Le niveau3P est alors en ŕealit́e compośe de 3 niveaux deJ = 0, 1 ou 2 d’́energies
lég̀erement diff́erentes.
La théorie et les mesures desétats spectroscopiques des atomes est desormais dis-
ponible sur le Web, par l’institut national des standards ettechnologies (NIST)
américain :http ://www.nist.gov/pml/data/asd.cfm. Sur le site de
Webelements (http ://www.webelements.com) le fond de la page d’ac-
cueil de chaquéeléments donne son spectre visible, c’est-à-dire les transitions
possibles entréetats spectroscopiques dans le domaine du visible. Ainsi lemyst̀ere
des spectres atomiques, apparement sans systématique lors de leur découverte et
collectionà la fin du 19e sìecle, a trouv́e une explication.
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S=0

1
0

S 1
0

P

S=1

¨Orthohélium¨¨Parahélium¨

1s 2s

1s 2s 2p
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P

FIG. 21 – Sch́emaénerǵetique des premiers termes de l’atome d’hélium. Les cases
quantiques ne représentent qu’une configurationélectronique (d́eterminant) ca-
ract́eristique, par exemple↑↑ l’ étatM = 1 d’un triplet (3états de m̂emeénergie),
et↑↓ une des deux contributions,↑↓ ou↓↑, à l’état singulet.
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7 Molécules

La définition d’un syst̀eme moĺeculaire est un peu floue : mettons “un ensemble
d’atomes líes”, m̂eme si nous n’avons défini ni “ensemble” ni “líe”. Le livre d’or
de l’IUPAC (IUPAC gold book) donne comme définition de moĺecule “An elec-
trically neutral entity consisting of more than one atom (n > 1). Rigorously, a
molecule, in whichn > 1 must correspond to a depression on the potential energy
surface that is deep enough to confine at least one vibrational state.”15

7.1 Existence d’une moĺecule

Pour qu’une moĺecule existe, il doit y avoir une force liante, empêchant la
séparation spontanée en ses composantes, les atomes. Noyaux etélectronsétant
des entit́es charǵees, les forceśelectrostatiques sont alors leséléments respon-
sable de la liaison entre les atomes. Regardons deux noyaux decharge+Z et un
seulélectron de charge−1 (en chargeśelémentairese). L’ électron est supposé se
trouver sur l’axe moĺeculaire entre les deux noyaux (Fig. 7.1). Pour qu’il y ait

Z+ Z+e−

R

r

FIG. 22 – Mod̀ele primitif d’une moĺecule.

stabilit́e de l’ensemble, sońenergie potentielle doit̂etre plus basse que l’énergie
potentielle de l’hydroǵenöıde correspondant :Emol < −Z/r. Nous pouvons la
calculer en unit́es atomiques (e2/(4πǫ0) = 1) avec la ŕepulsion noyau–noyau et
l’attractionélectron–noyau comme

Emol =
Z2

R
− Z

r
− Z

R− r (306)

c’est-̀a-direZ2/R − Z/(R − r) < 0. Cette ińegalit́e est respectée pourZ = 1 et
toute valeur der laissant l’́electron entre les deux noyaux, mais déjàZ = 2 amène
à une contradiction. Cependant, le petit modèle montre que la liaison entre atomes

15Traduction : une entité neutre de plus qu’un atom (n > 1). Rigoureusement, une molécule de
plus d’un atome, doit correspondreà un minimum local d’une surface de potentiel, dans lequel au
moins unétat vibrationnel peut̂etre plaće.
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est effectúee par des forceśelectrostatiques, donnant auxélectrons la fonction de
colle. De m̂eme, pour des cristaux ioniques l’alternance entre chargespositives et
négatives (Na+Cl−, Mg2+O2− etc) suffità expliquer leur stabilit́e.

7.2 L’Hamiltonien

Une moĺecule en toute ǵeńeralit́e est un système de particules quantiques constitué
deM noyaux de masseMA, de chargeZA fois la chargéelémentairee, reṕeŕes
par les vecteurs positionRA et deN électrons de massem, de charge−e reṕeŕes
par les vecteurs positionri. L’hamiltonien d’un tel syst̀eme est la somme de cinq
contributions (en unit́es atomiques̄h = e = me = c = 1) :

Origine

R

r

R

R
r

r

3

2

1 2

3
1

FIG. 23 – D́efinition de positions dans une molécule, comprenant noyaux et
électrons. Les vecteurs de position partent d’un origine quelconque, seule les dis-
tances et d́erivées (invariants sous une translation) interparticules interviennent
dans l’Hamiltonien. L’́energie totale est invariante sous une rotation du système
de coordonńees.

1. l’ énergie cińetique des noyaux représent́ee par l’oṕerateurT̂N

T̂N =
M∑

A

− 1

2MA

∇2
RA

(307)

2. l’ énergie cińetique deśelectrons repŕesent́e par l’oṕerateurT̂e

T̂e =
N∑

i

−1

2
∇2

ri
(308)
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3. l’ énergie potentielle coulombienne noyau-noyau

V̂NN =
∑

A>B

ZAZB

|RB −RA|
(309)

4. l’ énergie potentielle coulombienneélectron-noyau

V̂eN =
M∑

A

N∑

i

− ZA

|ri −RA|
(310)

5. l’ énergie potentielle coulombienneélectron–́electron

V̂ee =
∑

i>j

1

|rj − ri|
(311)

Ces expressions sont données dans le système des unit́es atomique (m =
1, e2/(4πǫ0) = 1, h̄ = 1)
L’ équation de Schrödinger – tout comme pour les atomes polyélectroniques – est
alors

Ĥ Ψ(~R1, . . . , ~RM , ~r1, . . . , ~rN) = Etot Ψ(~R1, . . . , ~RM , ~r1, . . . , ~rN) (312)

La masse des noyauxétant tr̀es grande devant la masse desélectrons, la contribu-
tion de l’énergie cińetique des noyaux peutêtre ńegligée devant les autres contri-
butions. Nous pouvons séparer la fonction d’onde en un produit d’une fonction
pour les noyaux et une fonction pour lesélectrons, ayant les positions des noyaux
comme param̀etres.

Ĥ = T̂N +
(
T̂e + V̂eN + V̂ee + V̂NN

)
= ĤN + Ĥe(

ĤN + Ĥe

)
ΨN(~R1, . . . , ~RM) Ψe(~r1, . . . , ~rN︸ ︷︷ ︸

variables

; ~R1, . . . , ~RM︸ ︷︷ ︸
paramètres

) = Etot ΨN Ψe

Nous pouvons resoudre d’abord l’équatiońelectroniqueĤe Ψe = Ee(~R1, . . . , ~RM) Ψe

et introduire la solution dans l’équation compl̀ete :

Ĥe Ψe(~r1, . . . , ~rN ; ~R1, . . . , ~RM) = Ee(~R1, . . . , ~RM) Ψe(
Ĥn + Ee(~R1, . . . , ~RM)

)
ΨN(~R1, . . . , ~RM) = Etot ΨN (313)

Ceci nous avons d́ejà fait implicitement lors du traitement de l’oscillateur har-
monique et le rotateur rigide : le potentiel de l’oscillateur V (x) était en fait
l’ énergiéelectroniquèa des distances internucléaires diff́erentes. Cette séparation
entre “mouvement”électronique et nucléaire porte dans la littérature le nom
d’approximation adiabatiqueouBorn-Oppenheimer.16

16M.Born, R.Oppenheimer, Ann.Phys.,84 (1927) 457

93



7.3 La molécule la plus simple : H+
2

L’ion moléculaire H+
2 est la moĺecule la plus simple. Dans l’approximation adia-

batique, śeparant le mouvement des noyaux de celui de l’électron, il existe des
solutions analytiques exactesà l’équation de Schrödingerélectronique. De plus,
dans les cas limites correspondant aux distances internucléaires nulles ou infinies,
ces solutions s’expriment simplementà partir des orbitales atomiques des ions hy-
droǵenöıdes. La nomenclature utilisée pour nommer les orbitales moléculaires de
H+

2 a d’abordét́e étendue aux molécules diatomiques, puisà toutes les molécules.

R R1 2

e−r

H+ H+
R

FIG. 24 – D́efinition des positions pour l’ion moléculaire H+
2 .

L’hamiltonien complet de ce systèmeà 3 particules (2 noyaux et 1́electron) est
donńe par

Ĥ = − h̄2

2M
∆n,1 −

h̄2

2M
∆n,2

︸ ︷︷ ︸
Ĥn

− h̄2

2m
∆e −

e2

|~R1 − ~r|
− e2

|~R2 − ~r|
+
e2

R
︸ ︷︷ ︸

Ĥe

(314)

7.3.1 Hamiltonienélectronique du syst̀eme

Resteà ŕesoudre le problèmeélectronique pour des positions des noyaux fixéesà
une distanceR :

(
−1

2
∆e −

1

|~R1 − ~r|
− 1

|~R2 − ~r|

)
Ψe(~r;R) =

(
Ee −

1

R

)
Ψ(~r;R) (315)

La répulsion des noyaux n’est qu’une contribution constanteà ajouter̀a l’énergie
électroniquèa la fin du calcul.

7.3.2 Solution approch́ee avec orbitales hydroǵenöıdes

Pour calculer l’́energieélectronique nous proposons d’utiliser une forme ap-
proch́ee de la fonction d’onde, constituée de deux orbitales1s hydroǵenöıdes
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φ1s(~r) = N e−r, centŕees sur chaque noyau. Avec 2 orbitales atomiques nous pou-
vons former deux orbitales moléculaires normaliśees, en choisissant la combinai-
son positive ou la combination négative des orbitales atomiques.

Ψ±(~r) =
1√

2± 2S12

(
φ1s(~r − ~R1) ± φ1s(~r − ~R2)

)
(316)

Nous avons noté l’intégrale de recouvrement〈φ1|φ2〉 parS12 que nous n’allons
pas calculer davantage, nous le retenons juste dans le facteur de normalisation

N± =
1√

2± 2S12

.

Exercice: vérifier que les facteurs de normalisationN± sont corrects.
L’action deĤe sur cette fonction d’onde donne

1

N±

Ĥe Ψ± = −1

2
∆φ1s(~r − ~R1)−

1

|~r − ~R1|
φ1s(~r − ~R1)

±
(
−1

2
∆φ1s(~r − ~R2)−

1

|~r − ~R2|
φ1s(~r − ~R2)

)

− 1

|~r − ~R1|
φ1s(~r − ~R2)∓

1

|~r − ~R2|
φ1s(~r − ~R1)

= EHφ1s(~r − ~R1)± EHφ1s(~r − ~R1)

− 1

|~r − ~R1|
φ1s(~r − ~R2)∓

1

|~r − ~R2|
φ1s(~r − ~R1) (317)

où nous avons utiliśe l’identité

−1

2
∆φ1s(~r)−

1

|~r|φ1s(~r) = EHφ1s(~r) (318)

de la d́efinition de l’orbitaleφ1s. L’ énergieélectronique du système s’obtient
maintenant comme

Ee(R) =
1

R
+ 〈Ψ±|Ĥe|Ψ±〉

= EN +N2
± (〈φ1|EH |φ1〉+ 〈φ2|EH |φ2〉 ± 〈φ1|EH |φ2〉 ± 〈φ2|EH |φ1〉

−〈φ1|2|φ1〉 ∓ 〈φ2|2|φ1〉 ∓ 〈φ1|1|φ2〉 − 〈φ2|1|φ2〉)

= EN +
1

2± 2S12

[(2 + 2S12)EH − 2〈φ1|2|φ1〉 ∓ 2〈φ1|1|φ2〉]

= EH + EN −
〈φ1|2|φ1〉
1± S12

∓ 〈φ1|1|φ2〉
1± S12

(319)

Dans la notation nous avons misφ1(~r) = φ1s(~r − ~R1) pour d́esigner le centre de

l’orbitale et utiliśe par exemple〈φ1|2|φ1〉 = 〈φ1|
1

~r − ~R2

|φ1〉.
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FIG. 25 – Energie totale des deux fonctions d’onde utilisées.

PourRAB −→∞ cetteénergie est́egaleà l’énergie d’un seul atome d’hydrogène,
conformeà la ŕeaction

H+
2 −→ H + H+

pour les deux fonctionsΨ+ et Ψ−. Le calcul nuḿerique montre que l’énergie
E+ présente un minimum, tandis que l’énergieE− en fonction de la distance
interatomique est toujours répulsive,E− > EH .
Les courbes d’́energie électronique correspondent qualitativement bien aux
résultats exṕerimentaux. Cependant, l’énergie du minimum calculé ainsi est tou-
jours tropélévée (minimumà 1.3190Å avec une valeur de−0.565 a.u.). Pour
obtenir un meilleur accord avec les résulats exṕerimentaux, il faut partir d’une
fonction d’onde de meilleure qualité.

7.3.3 Solution quasi-exacte et approximations

Nous aurons pu construire des fonctions de la même façon en partant des orbi-
tales2s, 2p, 3d etc. des atomes d’hydrogène śepaŕes, et les suivre — en adaptant
l’exposant optimal des orbitales en fomtion deR — jusqu’̀a l’ion hydroǵenöıde
uni He+ avec une distance interatomique zéro. Nous nous aurons rendu compte
qu’une association simple s’établit
Sans connâıtre la solution exacte nous pouvons néanmoins utiliser le principe va-
riationnel, en proposant des fonctions avec parmètres et en minimisant l’énergie
totale par rapport ‘a ces paramètres.
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atome uni molécule H+
2 atomes śepaŕes

1s 1sσg 1s+ 1s
2s 2sσg 2s+ 2s
2pz 2pσu 1s− 1s
2px,y 2pπu 2px,y + 2px,y

3s 3sσg 3s+ 3s
3pz 3pσu 2s− 2s
3dz2 3dσg 2pz − 2pz

3dxz,yz 2pπu 2px,y − 2px,y

4f 4fσu 2pz + 2pz

TAB . 3 – Corŕelations entre leśetats de l’atome uni et leśetats des atomes sépaŕes
de l’ion H+

2 . La nomenclature enσ, π etc, avec indexg et u rend compte de
la réduction de la syḿetrie en passant d’un atome (synétrie sph́erique) à une
molécule (syḿetrie cylindrique).

Pour construire une meilleure fonction d’onde, nous faisons appel au principe
variationnel : nous proposons une forme analytique avec desparam̀etres que nous
optimisons pour minimiser l’énergie totale.
Pour cela nous introduisons des coordonnées elliptiques par

ξ =
r1 + r2
R

donc 1 ≤ ξ <∞

η =
r1 − r2
R

donc − 1 ≤ η ≤ 1

ϕ entre 0 et 2π (320)

Comme pour l’atome d’hydrog̀ene nous d́ecomposons la fonctionΨ en un produit
de trois fonctions

Ψ(~r) = G(ξ)H(η) Φ(ϕ) (321)

La syḿetrie du probl̀eme permet de trouver imḿediatement la solution de
l’ équation de Schrödinger pour la variableϕ :

Φ(ϕ) = ei m ϕ (322)

avec les valeurs dem de 0,±1,±2 etc. Trouver les fonctionsG etH est bien plus
compliqúe, et une solution quasi-exacte n’aét́e pŕesent́ee qu’en 1953.17

17D. R. Bates, K. Ledsham, A. L. Stewart, Phil.Trans.Roy.Soc.A,246(1953) 215–240
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7.3.4 Principe variationnel

Avec les relations

r1 = R (ξ + η)
r2 = R (ξ − η) (323)

et le d́efinition du cosinus hyperbole

cosh x =
1

2

(
ex + e−x

)

Guillemin et Zener18 proposent la fonction

Ψ(ξ, η) = N e−α ξ cosh β η (324)

pour laquelle ils trouvent les papramètres optimiśesα = 1.36, β = 0.90 en fixant
la distance des noyaux̀aR = 2.0 bohr. En d́eveloppant la fonction cosh en une
série de Taylor,

coshx =
1

2

(
e−x + ex

)
≈ 1 +

x2

2
+
x4

25
+ . . . (325)

James propose la fonction19

Ψ(ξ, η) = N e−α ξ
(
1 + β η2

)
(326)

avecα = 1.3522 et β = 0.4448. Le minimum est atteint pourR = 1.9966 a0.
Avec une fonction avec seul paramètreα = 1.2601 donne un optimum avec une
distance internucléaire de 1.8468 bohr.

En prenantα = β et en identifiantζ =
2α

R
on peut ŕecuṕerer une fonction sem-

blableà celle utiliśee auparavant

Ψ(r1, r2) = N
(
e−ζ r1 + e−ζ r2

)
(327)

mais pour calculer l’́energie totale nous ne disposons plus de l’équation de
Schr̈odinger pour un atome d’hydrogène avecζ 6= 1. L’exposant optimal est
ζ = 1.288.
Comparant les diff́erentes solution on peut trouver le tableau suivant20

18V. Guillemin, C. Zener, Proc.Nat.Acad.Sci.,15 (1929) 314
19H. M. James, J.Chem.Phys.,3 (1935) 9
20d’apr̀esM. Geller, O. G. Ludwig, J.Chem.Phys.,36 (1962) 1442
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Etot en u.a. ∆E en eV
LCAO (ζ = 1.000) −0.564829 1.03
James (1 param̀etre) −0.581369 0.58
LCAO (ζ = 1.228) −0.586463 0.44
James (2 param̀etres) −0.602386 0.0066
Guillemin et Zener −0.602397 0.0063
exact −0.602630 0

TAB . 4 – Energie totale des différentes fonctions d’onde pour la molécule H+
2 .

7.3.5 Le th́eorème de Kato

En 1957 T. Kato publie un th́eor̀eme remarquable,21 qui lie la densit́e électronique
à la moyenne de son gradient autour d’un noyau : la moitié du rapport entre cette
moyenne du gradient et la densité mêmeà l’endroit du noyau est́egaleà la charge
nucĺeaireZ pour un syst̀eme moĺeculaire dans sońetat fondamental :

1

2

|~∇ρ|
ρ

∣∣∣∣∣∣
~Ri,moy

= Zi (328)

Pour l’atome d’hydrog̀ene le th́eor̀eme est bien v́erifié : avec la fonctionR(r) =
N exp−r la densit́e estρ(r) = N2 exp−2r et son gradient radialdρ(r)/dr =
2N2 exp−2r = 2ρ(r). Pour nos fonctions d’essai pour l’ion H+

2 nous pouvons
faire de m̂eme : la moyenne sphérique autour d’un noyau està peu pr̀es la moyenne
des deux gradients le long de l’axe moléculaire.

|~∇ρ(Ri)| ≈
1

2

(
ρ(Ri + δz)− ρ(Ri)

δz
+
ρ(Ri)− ρ(Ri − δz)

δz

)
(329)

Pour les fonctions introduites plus haut nous obtenons ainsi le tableau suivant

7.4 La molécule H2

Après l’étude de l’ion H+2 nous pouvons nous intéresser̀a une autre molécule, elle
aussi relativement simple : H2. Au del̀a des attractionśelectron-noyau, un terme
suppĺementaire du ŕepulsionélectron-́electron doit̂etre ajout́e dans l’hamiltonien.
Pour diff́erencierélectrons et noyaux, nous nommons~Ra et ~Rb les positions des
noyaux, et~r1 et~r2 les positions deśelectrons.
Nous avons ainsi

Ĥe = −1

2
∆1 −

1

2
∆2 + V̂

21T. Kato, Comm.Pure.Appl.Math.,10 (1957) 151
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fonction Cond. de Kato énergie (a.u.)
fonction de Guillemin-Zener 1.002 −0.602397
fonction de James 0.958 −0.602386
fonction de James (1 param.) 0.630 −0.581369
fonction LCAOα = 1.228 1.131
fonction LCAOα = 1 0.880
exact 1.000 −0.60263

TAB . 5 – Suivi du th́eor̀eme de Kato par les fonctions définies plus haut.

R R

−

−
++

r1

r2

a b

FIG. 26 – Sch́ema avec indication des positions des 4 particules.

V̂ = − 1

ra1

− 1

ra2

− 1

rb1

− 1

rb2

+
1

r12
+

1

R
(330)

où nous avons mis toutes les constantesm = h̄ = e à 1 (unit́es atomiques).
a et b désignent les deux noyaux, et 1 et 2 les deuxélectrons, et par exemple
ra2 = |~Ra − ~r2|.
Expérimentalement, le potentieĺelectronique peutêtre d́ecrit avec grande
précision par une courbe de Morse22

E(R) = 2EH −D +D
(
1− e−β(R−Re)

)2
(331)

avec les param̂etres

D = 0.174 u.a. = 4.74 eV
Re = 1.4016 u.a. = 0.7417 Å
β = 1.028 u.a. = 1.843 Å

−1
(332)

22Ph. M. Morse, Phys.Rev.,34 (1929) 57
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qui sont obtenus par spectroscopie rotationnelle (I = 2µR2
e), vibrationnelle (̄hω =

h̄
√
k/µ = h̄

√
2D/µβ = 4400 cm−1), puis en mesurant l’énergie de dissociation

pour d́eterminerD.

7.4.1 Approximation de Heitler et London

Pour calculer l’́energie totale de la molécule de H2, il faut tout d’abord faire
le choix d’une fonction d’onde. Il semble raisonnable de considérer deux situa-
tions : unélectron sera d́ecrit par une orbitale hydrogénöıde sur noyaua (φa) et un
électron sur l’autre noyaub (φb). Enécrivant la fonction d’onde de deuxélectrons
antisyḿetriśee avec des spins respectifs, nos avons ainsi

Ψe = N (φa(1)φb(2) + φb(1)φa(2)) (α(1)β(2)− β(1)α(2)) (333)

Cette fonction áet́e propośe par Heitler et London.23 L’ énergie totale se calcule
comme auparavant par les intégrales sur les parties spatiales des orbitales (en met-
tant la norme correcte)

E = 〈Ψe|Ĥe|Ψe〉
=

1

2(1 + S2)
〈(φaφb + φbφa)(αβ − βα)|Ĥe|(φaφb + φbφa)(αβ − βα)〉

=
1

2(1 + S2)
〈φaφb + φbφa|Ĥe|φaφb + φbφa〉 〈αβ − βα|αβ − βα〉︸ ︷︷ ︸

=1

=
1

1 + S2

(
〈φaφb|Ĥe|φaφb〉+ 〈φaφb|Ĥe|φbφa〉

)
(334)

où nous avons śepaŕe l’intégration sur l’espace et sur les spins. Nous pouvons
décomposer l’hamiltonien

Ĥe =
(
−1

2
∆1 −

1

ra1

)
+
(
−1

2
∆2 −

1

rb2

)
+ Û (335)

avec

Û = − 1

ra2

− 1

rb1

+
1

r12
+

1

R
(336)

Mettons en plus les intégrales doubles

J = 〈φaφb|Û |φaφb〉 =
∫ ∫

φa(~r1)φb(~r2) Û φa(~r1)φb(~r2) d
3r1d

3r2

K = 〈φaφb|Û |φbφa〉 =
∫ ∫

φa(~r1)φb(~r2) Û φb(~r1)φa(~r2) d
3r1d

3r2(337)

23W. Heitler, F. London, Z.Phys.,44 (1927) 455
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et observons que

〈φaφb

∣∣∣∣−
1

2
∆1 −

1

ra1

∣∣∣∣φaφb〉 = 〈φa

∣∣∣∣−
1

2
∆1 −

1

ra1

∣∣∣∣φa〉 = EH

〈φbφa

∣∣∣∣−
1

2
∆1 −

1

ra1

∣∣∣∣φaφb〉 = 〈φbφa |EH |φaφb〉 = S2EH (338)

et nous trouvons̀a l’arrivée l’énergie totale comme

E = 2EH +
J +K

1 + S2
(339)

En calculant nuḿeriquement les intégralesJ , K et S en fonction de la distance
entre les noyauxR, le résultat est plut̂ot décevant

Heitler-London exact
De (e.V.) 3.20 4.75
Re (Å) 0.88 0.74

7.4.2 Améliorations

Le résultat peut̂etre aḿelioré de plusieures manières. La première24 est d’intro-
duire un param̀etreα dans l’exposant de l’orbitale1s

φa =

√
α3

π
e−α ra (340)

mais on complique un peu le calcul car
(
−1

2
∆− α

r

)
φ(~r) = −α

2

2
φ(~r) 6= EH φ(~r) (341)

ce qui am̀ene à une dissociation incorrecte. Cependant, nous obtenons de
meilleures valeurs autour du minimum.

Heitler-London α = 1.166 exact
De (e.V.) 3.20 3.78 4.75
Re (Å) 0.88 0.744 0.742

En 1931, Rosen propose de faire varier l’exposant avec la distance inter-
nucĺeaire,25 ce qui introduit un degŕe de libert́e suppĺementaire, et corrige la dis-
sociation incorrecte, mais n’aḿeliore pas le comportement autour du minimum.

24S. Wang, Phys.Rev.,31 (1928) 579
25N. Rosen, Phys.Rev.,38 (1931) 2099
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Une autre proposition du m̂eme auteur consistèa déformer le nuagéelectronique
en pŕesence de l’autre atome ajoutant des composantes d’orbitalesp aux orbitales
s :

φa(~r) = (c1 + c2 za) e
−α ra

φb(~r) = (c1 − c2 zb) e
−α rb (342)

ce qui revient̀a former une orbitale hybrides+pz sur atomea ets−pz sur atome
b. L’approche d’un atome voisiǹa un atome d’hydrog̀ene cŕee en fait un champ
électrostatique, qui va certainement perturber la symétrie sph́erique de l’atome
seul. L’introduction de la polarisation aḿeliore nettement la distance et l’énergie
du minimum :

Re = 0.749 Å D = 4.04 eV

Une correction de la m̂eme qualit́e est obtenue en ajoutant des configurations
ioniquesà la fonction de Heitler et London :

Ψion =
1

√
2(1 + S2)

(φa(1)φa(2) + φb(1)φb(2)) (α(1)β(2)− β(1)α(2))

Ψcov =
1

√
2(1 + S2)

(φa(1)φb(2) + φb(1)φa(2)) (α(1)β(2)− β(1)α(2))

qui permet d’avoir deux́electrons de spin opposé sur le m̂eme atome. La répulsion
électrostatique est ainsi plus forte, mais l’énergie cińetique — un terméegalement
positif — est ŕeduite car l’attractionélectron-noyau est́ecrant́ee comme dans le
mod̀ele de Slater. Pour̂etre enéquilibre entre attraction vers le noyau et force
centrifuge, leśelectrons ont besoin de moins d’énergie cińetique.
La fonction totale est une somme des deux contributions

Ψ = c1 Ψcov + c2 Ψion (343)

Il faut peut-̂etre remarquer que les deux fonctions,Ψcov etΨion ne sont pas ortho-
gonales

〈Ψion|Ψcov〉 =
∫ ∫

Ψion(~r1, ~r2)Ψcov(~r1, ~r2) d
3r1d

3r2 =
2S

1 + S2
(344)

Pour un exposantα = 1.193 des orbitales atomiques et un rapportc1/c2 = 3.0
on trouve un optimum pour

Re = 0.750 Å D = 4.03 eV

ce qui est́equivalent au ŕesultat pŕećedent avec polarisation des orbitales.
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7.4.3 Ǵenéralisation : la méthode CLOA

Nous avons examińe des approches différentes qui d́ecrivent les deux molécules
les plus simples,̀a un ou à deux électrons. Pour des atomes, nous avons
également distingúe des situations̀a 1 électron (syst̀eme hydroǵenöıde), 2
électrons (śeparation de la fonction d’onde en partie spatiale et partiespin), et
plus de 2électrons, òu la proposition d’un d́eterminant de Slater permettait de
construire des fonctions d’onde tout en respectant le principe de Pauli. Le concept
des d́eterminants de Slater estégalement utiliśe pour des molécules — il nous
amèneà la ḿethode des combinaisons linéaires d’orbitales atomiques pour former
des orbitales moléculaires (CLOA ou bien LCAO en anglais : linear combination
of atomic orbitals).
Pour une moĺecule diatomique les deux atomes disposent ensemble deNa +Nb =
N orbitales atomiquesχα(~r) linéairement ińed́ependantes. Celles-ci peuventêtres
combińees pour formerN orbitales moleculairesφi(~r) comme combinaisons d’or-
bitales atomiques

φi(~r) =
N∑

α=1

cα i χα(~r) (345)

avec des coefficientscα i choisis pourqu’une orbitale moléculaire ne soit pas elle-
même une combinaison linéaire d’autres orbitales moléculaires. Ceci peut̂etre
exprimé par une matrice quadratique de coefficients (quantité avec 2 indices) de
dimensionN :



φ1(~r)

...
φ1(~r)


 =



c11 . . . cN1
...

. ..
...

c1N . . . cNM






χ1(~r)

...
χ1(~r)


 (346)

Les orbitales atomiques ne sont pas nécessairement orthogonales (mais norma-
lisées), mais on peut choisir les orbitales moléculaires telles qu’elles sontà la fois
normaliśees et orthogonales (〈φi|φj〉 =

∫
φi(~r)φj(~r) d

3r = δij, c-à-d 0 sii 6= j et
1 pouri = j).
Pour la moĺecule H2 nous pouvons construire les deux orbitales moléculaires26

φg =
1√

2 + 2Sab

(χa + χb) orbitale σ

φu =
1√

2− 2Sab

(χa − χb) orbitale σ∗ (347)

ce que nous avons fait par ailleurs pour l’ion moléculaire H+
2 . Les deux orbitales

σ et σ∗ sont appelĺees “liante” et “anti-liante”, puisque leuŕenergie en fonction
26Les indices “g” et “u” signifient “pair” (gerade) et “impair”(ungerade) en allemand, reflètant

ainsi la syḿetrie par rapport̀a l’inversion de noyau.
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x

FIG. 27 – Repŕesentation unidimensionnelle de l’orbitale lianteσ et de l’orbitales
anti-lianteσ∗.

de la distance intermoléculaire donne lieùa un minimum ou non. L’orbitale anti-
liante est caractériśee par un passage par zéro dans le plan perpendiculaireà l’axe
moléculaire.
La fonction d’onde de H2 sera l’orbitaleφg = σ occuṕee par uńelectron de spin
α et unélectron de spinβ. En d́ecomposant la fonction d’onde de deuxélectrons
(séparant encore fonctions d’espace et fonctions de spin)

Ψ = φgφ̄g =
1

2 + 2Sab

(χa + χb) (χa + χb) (αβ − βα)

=
1

2 + 2Sab


χaχa + χbχb︸ ︷︷ ︸

ionique

+χaχb + χbχa︸ ︷︷ ︸
covalent


 (αβ − βα) (348)

nous voyons que les parties ioniques et covalentes sont mélanǵees avec les m̂emes
poids et ne peuvent donc pas représenter une fonction optimale, ni se dissocier
correctement car les composantes ioniques sont présentes̀a toute distance inter-
nucĺeaire.
La position et l’́energie de liaison sont respectivement pour des exposants des
orbitales atomiques hydrogénöıdes optimiśees

Re = 0.7353 Å D = 3.07 eV

Dans la figure 28 les 3 propositions sont comparées aux ŕesultats exṕerimentaux,
et on voit clairement la dissociation incorrecte de la théorie des orbitales
moléculaires.
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FIG. 28 – Energie totale de H2 calcuĺee avec des orbitales 1s optimisées sur chaque
atome. “MO theory” est pour CLOA. 1 a.u. correspondà 0.529177̊A (distance),
et 27.21 eV (́energie)

7.5 Des moĺecules diatomiques homonucléaires

Dans le cas de deux atomes identiques, chaque atome a un jeu d’orbitales ato-
miques. La syḿetrie sph́erique de l’atome laisse la placeà la syḿetrie axiale d’une
molécule lińeaire. Les orbitales identiques peuventêtre combińees par addition ou
soustraction pour former des orbitales moléculaires. Les notations de symétries,
p, d etc. de l’atome d’hydrog̀ene deviennentσ, π, δ ... . Une orbitale dite liante
est identique souśechange des deux atomes, et une orbitale anti-liante changede
signe lors d’une inversion de la molécule. Ces dernières sont indiqúees par un “∗”
(voir Table 6).

Comme les orbitales atomiques sont situéesà certaineśenergies, leurs combinai-
sons+ et− sont sitúees autour de celles-ci, la combinaison liante plus basse et
la combinaison anti-liante plus haute enénergie. L’́eclatement entre les combinai-
sons (liante et anti-liante) est proportionelle au recouvrement des deux orbitales
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s+ s σ liante s− s σ∗ anti-liante
pz + pz σ∗ anti-liante pz − pz σ liante
px + px πx liante px − px π∗

x anti-liante
py + py πy liante py − py π∗

y anti-liante
dz2 + dz2 σ liante dz2 − dz2 σ∗ anti-liante
dxz + dxz π∗

x anti-liante dxz − dxz πx liante
dyz + dyz π∗

y anti-liante dyz − dyz πy liante
dx2−y2 + dx2−y2 δx2 liante dx2−y2 − dx2−y2 δ∗x2 anti-liante
dxy + dxy δxy liante dxy − dxy δ∗xy anti-liante

TAB . 6 – Combinaisons d’orbitales atomiques donnant des orbitales moĺeculaires.

atomiques impliqúees.27 Des orbitales de coeur, bien localisées sur les atomes, ont
un recouvrement quasiment nul, donc les deux niveaux (liantet anti-liant) reste-
ront à l’énergie atomique. Des orbitalespz (sur l’axe moĺeculaire) se recouvrent
plus que les orbitalespx etpy, perpendiculaires̀a l’axe moĺeculaire. Les 3 orbitales
px, py et pz, de m̂emeénergie dans l’atome, donneront 4 niveauxénerǵetiques,
dont deux sont doublement déǵeńeŕes (voir Fig. 29).

σ
π

π
σ

p

*
*

p

E

FIG. 29 – La combinaison des 3 orbitalesp pour former une paire d’orbitalesσ et
σ∗, puis des orbitalesπ etπ∗. L’axe de la moĺecule est le long de l’axez du rep̀ere.

Une orbitale2p atomique est accompagné d’une orbitale2s, qui peutégalement
contribuerà la formation d’une orbitaleσ ou σ∗. En r̀egle ǵeńerale ceci est le
cas si l’́energie de l’orbitale2s est śepaŕee de moins de 10 eV de celle de l’orbi-
tale2p. La conśequence sur l’ordre des orbitales moléculaires est dessinée sur la

27Rappellons la d́efinition du recouvrement entre deux orbitalesφ1 etφ2 :

S12 = 〈φ1|φ2〉 =

∫
φ1(~r)φ2(~r) d

3r
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Figure 30. Nous observons une inversion entre le niveauπ et le niveauσ. Si la
diff érencéenerǵetique est plus grande que 10 eV (oxygène et fluor), les deux or-
bitaless forment une paireσ etσ∗ à part, sans perturber les orbitales moléculaires
provenant des oritales atomiquesp.

σ
π

π
σ

p

*
*

p

E

s s

σ

σ
*

FIG. 30 – La combinaison des 3 orbitalesp et une orbitales, avec inversions− p.

Après avoir vu les possibilités de combinaison d’orbitales atomiques pour for-
mer orbitales moĺeculaires, nous pouvons répartir leśelectrons dans ces orbitales.
Pour cela, les r̀egles pour les atomes s’appliquentégalement aux molécules : les
orbitales sont remplies dans l’ordreénerǵetique, et les orbitales de mêmeénergie
sont remplies d’abord avec des spin de même sens — comme la règle de Hund le
préconisait.28 Dans la figure 31, trois molécules homonucléaires sont comparées :
C2 et N2 (couches ferḿees, avec interactionsp) et le diradical O2 sans interaction
sp.

7.5.1 Ordre de liaison

En comptant le nombre d’électrons occupant des orbitales liantes, et ceux occu-
pant des orbitales antiliantes, une relation peutêtre établie, qui reproduit relati-
vement bien les liaison mesurées des molécules diatomiques homonucléaires. On
nomme “indice de liaison” l’expression

I =
1

2
(Nliants −Nanti−liants) (349)

où Nliants et Nanti−liants désignent les nombres d’électrons dans les types d’or-
bitales respectives. Pour les trois molécules de la figure 31 nous trouvons ainsi
I = 2 (C2), I = 3 (N2) et encoreI = 2 pour O2, tout comme nous le connais-
sons des structures Lewis. La table 7 donne les ordres de liaisons, les distances

28Par ailleurs pour les m̂emes raisons, que nous ne détaillerons pas ici, mais qui sont connues.
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FIG. 31 – Comparaison des trois molécules diatomiques C2 (gauche), N2 (mi-
lieu) et O2 (droit). En bas de chaque figure est dessinée la structure Lewis de la
molécule.

internucĺeaires et leśenergies de dissociation des molécules diatomiques homo-
nucĺeaires des deux premières ṕeriodes.

Ordre de liaison Re (Å) De(eV )

H+
2

1
2

1.060 3.793
H2 1 0.731 4.7476
He+

2
1
2

1.08 2.5
He2 0
Li 2 1 2.673 1.14
Be2 0
B2 1 1.589 ∼ 3.0
C2 2 1.242 6.36
N2 3 1.094 9.902
O2 2 1.207 5.213
F2 1 1.4 1.34

TAB . 7 – Ordre de liaison attribué et ŕesultats exṕerimentaux pour quelques diato-
miques homonucléaires de la première et deuxìeme ṕeriode.

On pourrait se demander pourquoi la molécule He2+2 ne figure pas dans la liste
des moĺecules stables puisqu’il devrait avoir un indice de liaisonde 1 tout comme
H2. Cependant, sa dissociation en deux ions He+ ajoute un terme répulsif. Le di-
cation est correctement plus stable que la situation He + He2+, mais beaucoup
moins favorable que la séparation en deux ions He+.
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7.6 Des moĺecules diatomiques h́etéronucléaires

Dans le cas d’atomes différents formant une molécule diatomique, les orbitales
moléculaires d’́energie similaire et de syḿetrie compatibles sontà combiner. Nous
avons vu qu’avec des orbitaless, pz etdz2 des orbitales moléculaires de syḿetrieσ
peuvent̂etres forḿees. De m̂emepx, py, dxz et dyz produisent des orbitalesπ etc.
La notion “liante” et “anti-liante” n’est plus si prononcée que dans le cas des
molécules homonucléaires puisque la syḿetrie par rapport̀a l’échange des deux
atomes n’est plus présente. Cependant, on peut signaler si la combinaison ajoute
des noeuds̀a l’orbitale ou non.s+ s a par exemple moins de nœuds (passages par
zéro de l’orbitale sur l’axe internucléaire) ques − s. Pour exprimer une orbitale
σ (invariant sous rotation autour de l’axe intermoléculaire), seules des orbitaless,
pz, dz2 etc peuvent contribuer, pour une orbitaleπ lespx etpy et ainsi de suite, ce
qui se trouve dans le tableau suivant :

σi =
∑

α∈s,pz ,dz2 ...

cα i χα

(πx)i =
∑

α∈px,dxz ...

cα i χα

(πy)i =
∑

α∈py ,dyz ...

cα i χα

(δx2)i =
∑

α∈d2 ...

cα i χα

(δxy)i =
∑

α∈dxy ...

cα i χα (350)

7.6.1 Populations et moment dipolaire

Pour une moĺecule h́et́eronucĺeaire il serait int́eressant de savoir, combien
d’électrons sont transféŕes dans la liaison, pour classer des liaisons en liaisons
plutôt covalentes (sans polarisation de la liaison) et plutôt ioniques (forte po-
larisation jusqu’̀a transfert d’́electrons entiers). H́elas, la population d’un atome
dans une molécule n’est pas une observable, et ne peut pasêtre d́etermińee par
l’expérience. Cependant, avec les orbitales moléculaires nous pouvons construire
une analyse de population, en essayant d’extraire combien d’ électrons “atomi-
ques” contribuent̀a chaque orbitale moléculaire.
LesN électrons d’une molécule peuvent̂etre d́ecompośes en orbitales atomiques
enécrivant

N = 2
N/2∑

i=1

〈φi|φi〉 = 2
N/2∑

i=1

∑

α

∑

β

cα icβ i 〈χα|χβ〉︸ ︷︷ ︸
Sαβ

(351)
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Les fonctions atomiquesχα etχβ sont attach́ees aux atomes, et la double somme
peutêtre d́ecompośee en terme avec deux orbitales atomiques sur l’atomeA, deux
orbitales sur l’atomeB et un troisìeme et quatrìeme terme avec une somme sur les
orbitales deA et une somme sur les orbitales deB, que nous pouvons attribuer
par les orbitalesα “d émocratiquement”̀aA etB.

∑

α

∑

β

=
∑

α∈A

∑

β∈A

+
∑

α∈A

∑

β∈B︸ ︷︷ ︸
attribué à A

+
∑

α∈B

∑

β∈A

+
∑

α∈B

∑

β∈B︸ ︷︷ ︸
attribué à B

(352)

Les populations deA etB sont alors

Pop(A) = 2
N/2∑

i=1



∑

α∈A

∑

β∈A

cα icβ iSαβ +
∑

α∈A

∑

β∈B

cα icβ iSαβ




Pop(B) = 2
N/2∑

i=1



∑

α∈B

∑

β∈A

cα icβ iSαβ +
∑

α∈B

∑

β∈B

cα icβ iSαβ


 (353)

Le moment dipolaire est une façon expérimentale d’estimer la population des
atomes dans une molécule. Il est d́efini comme

~µ =
∫
~rρ(~r) d3r .

Si la moĺecule est neutre, la valeur de l’intégrale est ind́ependante du choix de la
position du dip̂ole (origine, barycentre de la molécule ...). S’il y a une charge, la
position du dip̂ole doitêtre fix́e auparavant pour donner une valeur unique.
Le lien entre l’analyse de populations et le moment dipolaire n’est pas toujours
évident. Prenons par exemple la molécule CO, qui poss̀de un moment dipolaire
très faible. L’analyse de population attribue 5.8électrons au C, et 8.2́electrons
à l’oxygène. Comme on s’y attend d’après lesélectrońegativit́es, on a C+O−.
Cependant, le moment mesuré est de signe opposé — C−O+.
L’orbitale σ du carbone (|C≡O|) est moins attiŕee par le noyau (charge 6+ versus
cherge 8+ du noyau de l’oxygène), et s’́etend plus vers le vide. Le poids de sa
charge ńegative est plus important pour le moment dipolaire plus quel’orbitales
équivalent de l’oxyg̀ene. Avec une distance interatomique ded = 1.13 Å et le mo-
ment mesuŕe, on peut calculer un transfert de charge de 0.02 chargesélémentaires,
correspondant au moment dipolaire.
Rappelons-nous que la distribution de charge est tri-dimensionnelle, et le mod̀ele
des populations et charges atomiques le réduità des points chargés dans l’espace.

7.6.2 * Forces sur les atomes : le th́eorème de Hellmann et Feynman

Pour pouvoir pŕedire la ǵeoḿetrie d’une moĺecule, on doit minimiser l’énergie en
modifiant la ǵeoḿetrie — nous l’avons fait pour trouver la distance d’équilibre de
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la moĺecule H+
2 et H2. En dehors de la position d’équilibre, une force agit sur les

atomes. On la calcule comme la dérivée de l’́energie totale par rapport aux co-
ordońees des atomes. En 1933 Pauli, et indépendemment Hellmann 1937 et Feyn-
man29 1939 trouvaient une propriét́e asseźetonnante des forces sur les atomes.
D’abord nousécrivons la force comme dérivée par rapport̀a un param̀etreλ :

Fλ = −∂E
∂λ

= − ∂

∂λ
〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 = −〈Ψ| ∂

∂λ
Ĥ|Ψ〉 − 2〈 ∂

∂λ
Ψ|Ĥ|Ψ〉 (354)

Si Ψ respecte l’́equation de SchrödingerĤΨ = EΨ et Ψ est normaliśe pour
toute valeur deλ, alors le 2ème terme disparâıt d’après

2〈 ∂
∂λ

Ψ|Ĥ|Ψ〉 = 2E 〈 ∂
∂λ

Ψ|Ψ〉 = E
∂

∂λ
〈Ψ|Ψ〉︸ ︷︷ ︸

=1

= 0 (355)

Il suffit alors de d́eriver l’hamiltonien par rapport aux param̀etres, et de laisser la
fonction d’onde intacte.

Fλ = −〈Ψ
∣∣∣∣∣
∂

∂λ
Ĥ

∣∣∣∣∣Ψ〉 (356)

L’hamiltonien pour une molécule est (i, j désigne leśelectrons,α etβ les noyaux)

Ĥ = −1

2

∑

i=1

∆i −
∑

i,α

Zα

|~ri − ~Rα|
+
∑

α<β

ZαZβ

|~Rα − ~Rβ|
+
∑

i<j

1

|~ri − ~rj|
(357)

que nous devons dériver par rapport aux coordonńes des noyauxXα. La d́erivée
partielle est

∂

∂Xα

Ĥ = −Zα

∑

i

(xi −Xα)

|~ri − ~Rα|3
− Zα

∑

β

Zβ(Xα −Xβ)

|~Rα − ~Rβ|3
(358)

ce qui nous am̀ene avec les 3 composantes de la position~Rα d’un noyauα avec
chargeZα à

~Fα = Zα



∫ ρ(~r)

(
~r − ~Rα

)

|~ri − ~Rα|3
+
∑

β

Zβ(~Rα − ~Rβ)

|~Rα − ~Rβ|3


 (359)

ce qui n’est rien d’autre que la force sur une chargeZα qui se trouve dans une dis-
tribution de chargeśelectroniques−ρ(~r) et des autres noyauxZβ. Les forces sont
alors des forceśelectrostatiques seules, pourvu que la fonction d’onde obéisseà
l’ équation de Schrödinger.

29R. P. Feynman, Phys.Rev.,56 (1939) 340
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