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Organisation

Quatre cours (1 h 30) pour rappeller les mathématiqueségsi et nécessaires en

chimie théorique
e Dérivation et Intégration, en une et plusieurs dimensions
e Matrices et vecteurs
e Minimisations, recherche d’extrémes (pas encore fait)

e Fonctions spéciales en chime théorique (pas encore fait)

Loin d’étre complet, cela ne remplacera pas un enseignetieemtaths a part.
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Fonctions, dérivées et integrales



Fonctions, dérivées et intégrales

Une fonction vit sur un espace, ici I'espace de nombres.réels
Pour chaque € R il y a une et seulement une valefifz) associée
Définition : f est continu si pour toute suite avec lim h; = zq la valeur

1— 0

f(xzg) estunique et existe.
Définition : f est dérivable en si f est continu e et la limite

f(xo £ h) — f(xo)

. _ / . .

}llli% T = f'(xo) est unique et existe.
h)+b— b

Exemple :f(x) = ax + b, alorsa(x th)+ laz +b) =a

h
Par conséquent : sqgif, (z) un polynéme de degréenz :

Pn(x) = Z a; T'.
i=0
ip () = z”: a; izt
d:L’ n 1

1=1
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Fonctions, dérivées et intégrales

Définition de I'exponentiet” :

d X X
—e7 = e
dx
o =t
Proposition e :Z T
k=0
Preuve :
d , dx=f 14 _”kk_l
%6 - dxzkv de _Zkl
k=0 k=1
.1
-~ =) get=¢
k=1 k=0
Corrolaire :
il—1_|_ +1+i+i+ .= 2.718281828459
— ! 6 24 120 |
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Fonctions, dérivées et intégrales

Nombres complexesz = a + ib, aveci® = —1
e nombre complexe conjugéeza z = a — ib, donc
2z = (a+1ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a? + b* = |2]?
o €'Y =cosp+isiny

e Par série infinie :

, B x>z 5137:':
smxr = x—3'+5!—ﬁ
2 4 6
x x x
cosw = l=ort gy~ w®
e Par conséquent :
d . L A
Sosinz = 1—54-1—5:&:(30837
d r x> 2P ,
—cosr = ——+ — — —*+ = —sinx

dx 1! 3! 5!
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Regles de dérivation

Produit de fonctions :

éé(f@rkxx))::(;g%fCri>gCﬁ)+-fCt)(é%;ﬂw)>

Fonctions sucessivesd—xf(g(a;)) = ( d f(u)) <%g(x))

du
Logarithme : inverse de I'exponentiel= e¢* < lny = x
. d 1 d d d 1
Logarithme 1y = l N L. —Inyetalors—Inx = —
dx y dy dy dx T

. . . . 0 ,
Fonctions a plusieurs varlablesa+f(a:, y) ne concerne que la dépendance
X

dex; y est une constante.
Théoreme de Schwarz :
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Intéegration

Opération inverse de la dérivation

d
ﬁf(a:)dx = f(x)+C
Moyenne
/f ydx = (b—a) f(c) avec c€ la,b]

Fonction primitiveF'(x) :

b
[ f@dz =@l = FO) - F@) avec < F(o) = (@
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Intégration

f(x) A




Intégration

Exemple :
b
/ e’ dr = [e“”]Z — b _ e

En particulier

/ab f(z)de = /ac f(z)dx +/Cb () da

/ab f(z)dr = —/ba f(z) dz

/ab (1 f(z) +Ag(x)) dz = p /ab f(x)de + X /ab g(x) dz



Intéegration

Techniques :
e Intégration par parties

e Integration par substitution :

/ Pl (@) de = / " pw) du

L d
par substitutionr — u(x) et d_u =u/(z) — du = v (z)dx
T

/2
e Exemple :/ sinx cosx dx
0

1
e Exemple de substitution inversef: /1 — z?dx
0
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Intéegration

Intégration en plusieurs dimensions

00 00 00 o0 3
/ / / e~ (@Y ) dr dy dz = (/ e da:)

carz, y etz indépendants, comméz az-) (Z bj> =) ) aib;

Exemple :

JJ i ([ ) () () (] 29

Echange de variables

/ /y f(z,y dydw—/j/; f(z,y)dzdy

(si / / |f(z,y)| dy dx existe — théoreme de Fubini)

1 Y1
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Changement de coordonnées

Coordonnées polaires par=

r Cos @, y = rsin y, car cercle de rayon

z? + y? = r?; transformation de I'élément de volume dy — r dr dy
Exemple : intégration dé(x, y) = z y* sur le demi-cercle de rayaR etz > 0

R vV R2—1x2
/ x / 2 dy | dx
0 VRT=Z®

R2_x2
/ / zy? dy dz
R2—£C2
:—/ x (R? — 22)%/? dx
3 Jo
12 R
_ _ 2% |(Rp2 5/2}
35 {( v) 0

R pvR?—2x?
/ / zy? dy dz
0 —V R2—2x?2

R /2
:/ rd dr /
0 —7/2

cos ¢ sin? v dyp

1
— / (R% — u)3/2 du
0

(r cos @) (rsin p)? r dy dr

2
— — RS
15
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Changement de coordonnées

Coordonnées sphériques pa& r cos psinf, y = rsinpsinf, z = r cosf, car
sphére de rayon: z? + y? + 22 = r?;

e Transformation de I'élément de volurde dy dz — 2 dr dy df
e \olume d’une sphere de rayds:

vVR2—22 \/R2—2:2—y2 R 27 pw
/ / / ldrdydz = // /7“2 sin 6 df dy dr
VRZ=22 J —\/R2—22—y?2 o Jo Jo
27 4
/ r dr/ dgo/ sinfdf = §7TR3
—277

e Exemple : intégration dé¢(x,y, z) = e~ dans I'espace 3D

o0 00 2m T
/// e~ @V ) o dy dz =/ / / e” " r? sinfdb dydr
— 00 o Jo Jo
00 5 2m T 00 5
:/ e " r? d'r/ dgpf Sin9d9:47T/ e~ " ridr
0 0 0 0
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Changement de coordonnées

L’intégrale/ e~ r2 dr
0

Rien gagné ...
En 2 dimensions

o) 00 27
/ / e~ (@) g dy = 1/ / ™ dr dp
o Jo 4

Par conséquerf e~ dr = g et 4r / e~ r2dr = V3
0 0
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Matrices et Vecteurs



Vecteurs et espace vectoriel

Vecteur = élément d’'un espace vectoriel

Espace vectoriel : 2 opérations “+” (intérieur) et {extérieur) avec
vecteursy, b, c et deux scalaireg et \ réels ou complexes :

e il yaunvecteur zéro tel que+ 0 = a

e pour chaque il y a un—a pour quea + (—a) =0

e (a+b)+c=a+ (b+ c) (associativité)

e ilyaunscalaire 1telqué*xa =a

o pux(a+b)=px*xa-+ pxb(distributivité)
Produit scalaire.b bilinéaire :

(wxa+ Axb).c = q(a.c)+ A(b.c)
a.b = (b.a)

Norme:a.a > 0, et= 0 seulement si = 0, alors|a| = \/a.a
Angle entre vecteursa.b = |a| |b| cos ¢
Orthogonal :a.b =0
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Vecteurs et espace vectoriel

Base dans un espace vectoriel :
e N vecteurs lineairement independants;

k—1
a 7 E i Qg
i=1

e max(/V) = dimension de I'espace vectoriel
Construction d’'une base orthonormale (Gram—Schmidt) tir pker V vecteurs

k—1
a, = ak—Z(ak.a;’)a;’
i=1
/
Z ay
a/k — T
|

Si tous lesy, # 0, alors la base est lineairement indépendante.

P Reinhardt — Oran2014 — p. 9/14



Vecteurs et espace vectoriel

Représentation de base standard (3D) :

1 0 0
€1 — 0 €y — 1 €3 — 0
0 0 1

ai 1 0 0
a9 = a1 |0 +as|1]| +a3]| 0
as 0 0 1

et produit scalaire “standard”

Eig = CL1b1 + CLQbQ -+ a3b3
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Vecteurs et espace vectoriel

Exemple, espace 3D : prenons 4 vecteurs

1 0 —1 1
ap = | 1 as = | 1 as = 1 as = | 2
1 2 —1 0

Cette représentation sous-entend déja une base ! Orthonsrm

1
1

1
Vel VB

/
a
/ . 7 1

—1
1 3 1 1
S e ) m( R
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Vecteurs et espace vectoriel

Suite :
| —1
ag = —| 0
V2
1
a; = az— (az.a})a] — (az.ay)ay
—1 1 —1 —2
= 1 ! 1 ! 0 = L 4
N 3 2 -3
—1 1 1 —2
—1 0
ah = L 2 puis a, =10
3 - ) 4 —
V6 —1 0

Conclusion : les 3 vecteurd', o) etas forment une base orthonormale pour cet
espace tridimensionnel.
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Matrices

Matrice A = représentation d’un opérateur linéaitelans une base
Linéaire : A(ua + \b) = pAa + AAb, en particulierd 0 = 0 (vecteur zéro).
Eléments de la matrice :

Az’j = CL,,;.(ACLJ‘) = <CLZ"121|CLJ‘> {ak} = base

L1 N Y1 N
Deux vecteurs, = — Z XTi Q;, Yy = = Z Vi
i=1 i=1
TN YN
dans la méme base
Regardons
v.(Ay) = (z|Ay) = (2Aly) =) zqyslaalAlag)
af
.I.
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Matrices
e Définition de I'opérateur adjoind! :
<a:\fly> = <AT37|?J> - AL- = Aji

e En particulier le produit scalaire.y des deux vecteurs
Ty = Z Zxayg(aa.a,g (z|1]y) = Z Zxa wBYs = 'Sy
a 3

e Si{ax} estun base orthonormalg;{ = 1, S;; = 0 pouri # j):

.Y = Z LEYk
k
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Matrices

e Changement de la base par opérateur
bi = BCLZ'

e Eléments d&3 dans la baséa;,} :
= Zbijaj — CLk‘B|CLZ waSw — zy

La matrice de la transformation n’est pas en général la ogaties
coefficients des nouveaux vectetrdans la basé¢ay } !

e Silabas€/a} est orthonormale, alors

(ar|Blai) = (bylai)
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Matrices

e Transformation inverse :

alors
(bslbs) = (Bas| Baj) = {a;| B Bay)
e Siles basesa;} et{b;} sont orthonormales, alors
<bz‘b]> = <CL7;‘CLj> — BTB = 1, dOnCB]L = B_l

(Définition de “matrice orthogonale” ou “matrice unitaije”
e Plus généralement:

(bi|Alb;) = (Ba;|A|Ba;) = (a;| BT AB|ay)

Transformation des éléements d’'une matrice d’'une base autre a
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Matrices

Espace 2D, matrices de rotation

N Cosp —siny
v siny  COos

D;l _ (co.sgp singp>_DL
—SsIiny Ccos

Application : D,, (5”’) — (C?SSD —Siw> (5’3) _ (l‘ cos ¢ — y sin so)
Y sing  cosg ) \y x sinp 4y cos ¢
\/(CU cos ¢ — y sin)? + (z sinp + y cos p)?

= \/(902 + y2)(sin” ¢ + cos? ) = \/902—+y2 = |<x>'

Y

w,
AS
7
< K
N~
|
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Espace de fonctions

Fonctionsf (x) avec produit scalaire

(flg) = / F(2)g(z) d

e Seulement fonctions pour lesquellgs f(x)|* dz = (f|f) existe
e Le produit scalaire est bilinéaire :

(f +9)lh) = / + g(2))h(z) da
_ / F()h(x) da + / 2)h(z) dz = (f|h) + {g|h)

e Fonctions orthogonales| f(x)g(x)dx =0

e Fonctions norméey |f(z)|*dz =1



Espace de fonctions

Exemple : les polyndmes de Legendtgx), définies sur l'intervalle—1, 1]
o Py(x) =1, constant.f_l1 |Py(x)]? dox = 2
e Pi(z) = ax + b, orthogonal suf(x)

J
1

(ax + b|Py) = / (ax + b) dx = 2b,
—1

doncb=0etPi(z) ==
e P,(x) orthogonal aPy(x) et P, (z), de formeP;(z) = ax? + bx + ¢

1 1
/(ax2+bx+c)dx:/ (ax® +bx +c)xdx = 0,

—1 —1

donch = 0 et2a/3 + 2¢c = 0, alors par exemplé&s (z) = (3z% —1)/2

e Plus systematiqguement : orthogonalisation par procedumm&chmidt,
avec conditionPy(1) =1
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Pn(x)

0.5

-0.5

Espace de fonctions

legendre polynomials

Po(x)
Pi(x)
Pz(x)
Pa(x)
Pa(x)
Ps(x)

0.5

1
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Déterminants

Forme multilinéaire alternanf®” <" — R

o det(ai,...,ba; +cv,...,a,) =bdet(A)+ cdet(ar,...,v,...,an)

o det(a,...,a;,...,a5,...,ay) = —det(ar,...,a;,...,ai,...,0n)
Soit(1,2,...,n) donné, une permutation élémentalteéchange deux éléments :

Pij(l,Z,...,i,...,j,...,n):—(1,2,...,j,...,i,...,n)

Permutation generalB est un succession de permutations elémentaires,
séguence pas unique, mais signgtigu’on notera —1)%

det(A) = [A] = > ()" ][ airgy

P
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Déterminants

Exemple : matricg x 3

ailp; a2 a3
det(A) = |ag1 a2 ao3| = ai11G22a33 + a12a23a31 + A130210a32

aszi azz ass

—a11023032 — A13022031 — 412021033

Regles de calcul —A = (a1,...,04,...,a,)
e |l y an!termes a calculer (nombre de permutations poéaléments) .
e det(AB) = det(A) det(B)

1

° det(A_l) = det(A)

e det(A) =0 — les colonnes ddA sont linairement dépendantes.
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Valeurs et vecteurs propres

Définition : siAz = )z, alors on appellé valeur propre et vecteur propre
associe a\.
e On trouve les valeurs/vecteurs propres par— A I| =0

e Exemple A = (a C)
c b

det(A = AD) =(a—MNb—=XN) - =X —(a+bA+ab—c

b — b\’
det(A—)\I):O—>)\1,2:a—; i\/(“z ) 12

e Une matrice symétriqgueA{ = AT) de dimensiom x n an valeurs propres
réelles et vecteurs propres

e |l existe alors une base dans laquelleest diagonale.
e Regardons I'element
(w|Aly) = (x| Ay) = 3, midijy; = 3,5 Ay = (Afaly)
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Valeurs et vecteurs propres

Supposons quéx = A\T etfly = 1y aVeCA # L pour une matrice
symétriqued = Af.

plaly) = (x| Ay) = (ATaly) = (Azly) = Mzly) — (z]y) =0,
c’est-a-direx ety sont orthogonales.
A peut étre écrit commg." | \;|z;)(z;| (décomposition spectrale).
LopérateurP = |z;)(x;| est un projecteur, avee? = P.
On définit le commutateur dé et B comme[A, B] = AB — BA.

Si[A, B] = 0, alors tout vecteur propre déest aussi vecteur propre d:
Az =Xz — ABz=BAxz=B(\z)=\Bx

= et Bz sont alors vecteurs propres pour la méme valeur propre, donc
ux = B x, x alors aussi vecteur propre de
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Dans une base non-orthogonale

En developpantdans labase,} : v =) cqaq

Axr = \z — ZcQﬁaa:Achxaa

(87

et en multipliant a gauche pag, nous avons

an aﬁ.flaa = A Z Co ag.aq — Ax = \Szx
o H,_/ o \/_/
:<a’ﬁ|A|aa>:A6a :<a5|aa)255a

e La base initiale est normaliség (, = 1), mais pas orthogonale.
e On transforme le probleme en un probleme dans une base oraleg

e Changement de base par une matiXgeavecX'.S.X =1

e Nouveau problémeXT A X . X1z = 2X"S.X. Xz
N— e N\~ N— e N~

A T =1 &
e Multiplication de la solutioniX 'z avecX donne la solution cherchée
e Pas besoin de déterminkr—!
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Dans une base non-orthogonale

e Parexemple paK =S~ 1/2:
o Diagonalisation d& — p; valeurs propres- 0
o Remplacement — p~'/2 sur la diagonale
» Retransformation dans la base d’origine de la matriceudés?
o (STVHT =8Y2carsSt =98
e Nouveau probleme :

S™1/2Z AS1/2 (87U lp =287 V/2 88712 (8§72l

A\ . A\ . 4

- “/” Ve

A 7 =1 e
Axr = )\z

e Multiplication de la solutionS—1/2)~1x avecS~'/2 donne la solution
chercheer.
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