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Introduction



Cours Chimie Theéorigue / Mathématiques

Pour quoi faire :
e Introduction a la mécanique quantique
e Outils nécessaires
e Application a la matiere
e Molécules simples
e Orbitales — d’ou viennent-elles ?
e Comprendre des structures moléculaires
e Au dela des orbitales atomiques

e Outils de calcul
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Spectroscopie

Le plafond de I'amphi de Chimie de la Sorbonne a Paris, 1894
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Spectroscopie
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Joseph von Fraunhofer Opriber und Physiker 1757-1826 Deutsche Bundespost
1987

Un timbre de la poste allemande, 1987
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Spectroscopie

Formule empirique de J.J. Balmer (1885)

m2

m?2 — 4

1 1 1
TR _
A (n2 m2>

avecn = 2 etm > 2 et un constant& = (109677.759 4= 0.005) cm ™!

A=C

ou bien

Onde :A(z,t + At) = A(x — cAt,t), donc aveA(x, tg) = Ag sin 27wz /A

2
A(x,tg + At) = Ag sin (TW (x — cAt)) = Ag sin27 (; — %At)

Appelonsy = % frequence, ek la longueur d’'onde
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Spectroscopie

Coloration de flammes par des spectres atomiques

P Reinhardt — Oran2014 — p. 4/44



Spectroscopie

!! 4 Denigés — Chimie analytique .
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Spectroscopie

Les lois de Wien, Stefan-Boltzmann et Planck :

o
w

400K

Intensité (u.arb.)

0.2 f

0.1F

300K

0 ) 0.5 1 1.5 2
longueur d’onde (u.arb.)
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Spectroscopie

e Loide Wien (1896) \,,,. T = constante
e Loide Stefan-Boltzmann

/ I(\) dA ~ T*

e Loide Planck (1900) :

A exp (%) — 1

— Lien entre température et longueur d’'onde
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Effet photoélectrigue et effet Compton

E.
1 2
Smv=gAV
0 P -
* Vimin \
o)) e

E. = hv — ¢ avec constantg, ce qui permet d’ecrire la relation de Balmer
comme différence d’énergies

AEVv% :.R<FL—-j;>, AEH:hV:wa:EE

n?2  m?2 A

Un photon d’énergiér donne toute son énergie a un €lectron (collision
inélastique)
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Effet photoélectrigue et effet Compton

Collision élastique : effet Comptop,= h/A selonE = \/p2c2 + m3c?

he
)
h

A

donne comme solution

he 1 5  he 1 5 9

v e’ = 5+ gme (of o)

h

ycose+mev” et 0 = ysinﬁ—me?u
2h 5 0

sin® —

AX=XN -\ =

MeC
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Modele de Bohr

Equilibre de forces pour un mouvement circulaire

Mev? e’ 1
r A eg ) 12

Postulat de Bohr (1913) : moment cinétique est quarfjﬁ:é X p=mr xuven
unités defi = h/(2n) : |L| = mrv = nh

h*4mey e’ 1
— I'n = n-, Up = —
e2m, Adreg h n
1 m e? S|
Tn — S Me = -
pMeln = 5 (47‘(‘60 ) h? n?

A ey ) 1o (4meq)2h? n?
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Modele de Bohr

Quantifications :

4

. 1 mee 1
Energie :E,, =1, +V, = ——
* J i 2 (4meg)2h? n?

el . . 1 1
e Difféerences d’energieAEF = F,, — E,, = —Rhc (—2 — —2) = —
n m

8 T T
ultra—violet+ visible,” infra-rouge

/
|

7

-
Balmer

Lyman
6 F

Paschen
Brackett

(i
Tl

1;)0 10IOO 10000
longueur d’onde (nm)
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Modele de Bohr

434 nm
410 nm 486 nm 656 Nm

spectre d’hydrogene



Modele de Bohr

Une excursion pour parler d’unités :

e Constantes naturelles :
o Constante de Plandk= 6.626 x 103* Js
o La céléritéc = 2.998 x 108 m/s
o Lamasse de I'électrom. = 9.10938291 x 10~3! kg
o Lacharge électriqgue = 1.609 x 1071 C

. he 1
e Energiel = A
e On peut mesurer I'énergie en ch avec le facteur de conversion
he = 1.98630 x 10723 J/cnr !
e Ou bien en Kelvin ave®& = kT aveck = 1.38054 x 10~23 J/K
e Systeme d'unités atomiqued = c = m, = e*/(4meg) = 1
o Energie : 1 Hartree = 27.21eV27.21 x 1.609 x 1071?J =
43.60 x 107197

o Longueur : 1 bohr=0.529 177 249 A
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’éguation de Schrodinger

Schrodinger (1926) propose une équation differentieléz dfonction d’onde”
U(x,t)

'hg\If( t)——ﬁ—Z—a2 U(x,t)+ V(e)V(x,t)

ot VOV T Tomaez PR
; - h? 02

e Opérateur{! = ~5 5.3 + V()

e SiHU(z,t) = E ¥U(z,t),ladépendance dedevient trivial :
U(x,t) = e WE/MEt0) g (g ¢)
e Equivalences = —iiV pour donner une énergie cinétique

e h2 92
2m 2m Ox?

e U(z) estune distribution de probabilité, avé¢W (x)|? dx = 1

e Une mesure COrreSpond aune moyenne sur un Opérateur
Ames = <A>‘If — ffooo \If*<£6)fi \IJ<CC) dx
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’éguation de Schrodinger

La vraie chimie :
Contributions a I'opéerateur hamiltonien :

e Energie cinetique?® /(2m) pour chaque particule, avgc= —ihV

e Energie potentielle : électrostatique

e Champs externes : ondes electromagnetiques, champsietatiq
Resoudre I'équation de Schrddinger pour plusieurs paescu

1 o Lo .
<QZAZ~—|—V(I‘17I2,...)> \If(fl,l'z,...) :E\If(rl,TQ,...>

Systemes simples, atomes, molécules, solides

— physique et chimie via mathematiques
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Systemes simples — boite rectangulaire



Boite unidimensionnelle, inifinie

Supposons un potentiel unidimensionnel

’

00 r <0
Vi) =¢ 0 0<z<L
| 00 x> L

R d20(z)

Equation de Schrodinger-
e Equation de Schrodinger-— ——

e U(x)=0pourz <etx>1L
e Conditions de bord/(0) = ¥(L) =0
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Boite unidimensionnelle, inifinie

Proposition de solution :
U(x) = N sin(kx)

avec deux inconnuégset .

e V(L)=0—FkL = nonbienk:n%aveanl,Q,...

e Condition de normalisation

/OL\fo(x)Fdx: 1

donc

L
1 :N2/ sin’ <n%$) dx
0

avec solutionV = /2/L
e Dérivées pour trouver :

2,2
h“n 5

— ~ M
8mL?
P Reinhardt — Oran2014 — p. 9/44




Boite unidimensionnelle, inifinie

Indicateurs colorés :

L’

C
7 N\
O OH

Forme acide Forme basiqgt

Couleur = absorption de la couleur complémentaire
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Boite unidimensionnelle, inifinie

Molécules organiques linéaires ou aromatiques : COULEUR
rouge (pH bas, acide, forme —OH)- jaune ou bleu (pH haut, basique, =D

acide basique

|

o S
e !.
8]
N
Qﬁ
HO O

papier tournesol rouge methyle jaune alizarine
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En 3 dimensions

Equation de Schrddinger

_|_

h? [ 0? 0? N 8_2
ox?  Oy? 022

) U(r,y,2z) = EVY(x,y,2)
2m

avec dimension de la boiter, L, L.. Essayons
U(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(2)
alors
h2 62
555X (@)Y (y)Z2(2) = B, X(2)Y (y) Z(2)

Par conséquent

h (881'2 + §y2 T gﬁ) X (@)Y (y)Z(z) = (Ex+ Ey+ E.) X (2)Y (y) Z(2)

2m

b , b [(nZ  ny  nZ
Nombre quantiques,., ny, n, €t by, n, n. = 3 | T2 + 72 + 72
€z Y Reinhardt — Oran2014 — p. 10/44
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Modele de la boite 1D

En coordonées sphérique¥(r)
Centres F ( = Farbzentrum)

@@
Qo@D




Modele de la boite 1D

En coordonées sphérique¥(r)
Centres F ( = Farbzentrum)

P
RNl

exposition rayons X sans expositic
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Modele de la boite 1D

En coordonées sphérique¥’(r)

Centres F
Centres F, d’apres Marin et al, JCP 1982
5.0 : . . : :
®
< LiF
L
G 4.0 F .
= ° NaF
&)
c LiCl
2 ® «r
8 30 ® _
£ o
X RbF NacCl
QL P
© ® Nal
Q KCl ™ @@ RbBr
o 2.0 F o -
Q RbCI/KBr ~ Kl @
L RbI 1
10 " 1 " 1 " 1 "
3.0 4.0 5.0 6.0 7.0

Rayon du centre (a.u.) |

P Reinhardt 2012
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Modele de la boite 1D

En coordonées sphérique¥’(r)

Centres F
Centres F, d’apres Marin et al, JCP 1982
5.0 | ' | ' | ' | ® .
LiF_.-

S 7

G P

s 4.0 F -7 .
>< rd

e Lcl _.-"®

S P NaF

g 30 "

g . Nagzl‘

2 KBr e

] NaBr . KF

2 Nal & ‘@

(@)] -’

¢ 2.0 | RbBr _.@ kg1 RbF i
LI Rbl &™ RbCl

P Kl
1.0 k== - : - . -
1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Energie d’excitation, theorique (eV)

P. Reinhardt 2012
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Systemes simples — rotateur rigide



Rotateur rigide

_
(=

Transformation du systeme a 2 particules a un systeme i€fiaate particule

1, (BRx#)?* L[* L2

mima _
avecu = ot S R=r14+r9,v=v14+vy:
2 2
1 2
E,..: = émlvl + —mov

I = moment d'inertiegp — L, m — I)

2 2 211 R? :2,uR2

21

P Reinhardt — Oran2014 — p. 13/44



Rotateur rigide

Condition supplémentairex? + y? + 22 = R? = constante
e Réduction a 2 dimensions, mouvement libre sur une sphere
e Coordonnées sphériques :

x = rsinfcosyp
Y rsin 6 sin @
z = rcost

02 02 02

o Transformer&E2 + 512 8z2 en fonction de-, 0, o :
1 0 0 1 0 0 1 0>
A=—=—(r*= 60—
r2 Or (r 87“) i r2sin 6 06 (sin 89) i r2 sin? 6 Op?

e Retenir les termes constantsen

' h? 1 0 0 1 07 L?
H = — , sin 0 — =
2uR? \ sinf 06 00 sin2 6 0p? 21
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Rotateur rigide

Solution de I'équation de Schrodinger

—ng(g,@) — ErotYfm(9790)

en deux temps :
e Equationeny:

_a—gpgy(ea ) =AY (0,0)

avec solution
Y (0,0) =Y (0,0)e'™¢

avecm = 0,41, 42, ... par la conditionY (0, ¢) = Y (0, ¢ + 2m)
e Puiseni:

1 o0 (. .0 1
- (Siﬂ@% (Smg@)  sinZ m2> Y(0,0) = XY (0, 0)

ce qui donne une équation en= cosf etdxr = —sin 6 df
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Rotateur rigide

e Equation de Legendre

(- - ) ) = X g

respectee par les polyndbmes de Legendre assb(iés)

(G- - ) PR = e+ PP

dx

e Assemblage et normalisation :

(20 + 1)(£ — |m|)!]? |
m _ pm 1M
vr0.0) = | F A P eost)e
2
1
aveck, ,; = e+ 1) etlm| </

21
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Rotateur rigide

Observation de différences d’énergie ertre 1 et/ :

+1)(L+2)—Lf+1) K2 (L+1)

I _
ABror =R 21 T
. 0 0 0
L, = —yps = —th | r— —y— | = —th—
Py —IP ' (xé?y y@x) ' O
En effet :
9 _ d—ngr@g——rsinHSin 2+7°sir19(:os 9
Op  dpdxr dpdy = ~— 2or '~ — g[if)y
Y T
.99
- oy Yox

Par conséquenty,, (6, ) est aussi fonction propre de. :

P Reinhardt — Oran2014 — p. 13/44



Rotateur rigide — Images

Rotateur rigide : valeurs propres dé et L,

- v

A f

L = mN{(0+1)

%




Rotateur rigide — Images

Exemple : spectre rotationnel de CO
Simulation poufl’ = 1350K, htt p: / / ww. gal axyzoof orum org

600

fle-t

.

400

200

MNormalized Intensity / cm-1

UGB UG UL

20 40 60 50 100 120 140 160 150

Wavenumbericm- 1
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Rotateur rigide — Images

Effet Zeeman : application d’'un champ magnétique

Mo Magnetic Field kagnetic Field present

my = 2

mj = 1

1=2 my =0
ITII = _1
mI = _2

hv
v h 4 h 4 my = 1

A m; = +1 A my = -1
ﬂ mI = 0
Spectrum without Spectrum with magnetic
magnetic field field present

htt p:// physi que. uni ce. fr
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Vibrations — osclillateur harmonique



Osclillateur harmonique

: : 1
Exemple d’un potentieV (x) : loi de Hookel' = —kx — V(r) = §ka:2
Equation de Schrddinger en une dimension

Solution en 3 étapes :

e Remplacew = /k/u, k = pw?, £ = z, /%,ez —

0? 5
[8—52—6 —|-€] \If(g):()

e © — 00 : remplacek par 1, ce qui donnerd(§) ~ e=¢ /2
e Introduire un polynéme,(£) pour une fonction

W(E) = h(€)e ¢/

P Reinhardt — Oran2014 — p. 16/44



Osclillateur harmonique

Solution complete :

52

U,(r) = N, H,({)e 2

_ (e [H0y o= 52
_ (Wh) (2%!) Hy(a /=) e 5

avec les polynomes de Hermite

H,(2) = (—1)"e”” L_—a* _ (2:5 _ iy 1

d:l:—”e dx

: 1
e Valeurs possibles pour,, : F,, = hw (n + 5) ,n=20,1,2,...

e Transitions entre. — n £ 1 possibles, donc une seule ligne.
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Exemple

Combinaison des excitations moléculaires

Etats électroniques ~ eV

/
| v
Etats vibrationnels ~ 0.1 eV

P Reinhardt — Oran2014 — p. 17/44



Exemple

calculated IR spectrum

Niacin -

Calcul DFT
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Exemple

Miacin

Absarbance IMFRARED SPECTRLUIM

e

0.4 =

0Z

I:ID 1 JJJ 1 1 1 h—.u—‘-"-ul L ar—4 L I_IFJ""II'LI-\_I. L -

1000, 2000, J00g,
Wavenumber [cm-1)

MIST JCAMP-DX Viewer Mormal X | em-1| Absorbance | | Help... |

Spectre experimental
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’atome d’hydrogene



’atome d’hydrogene

Enfin un vrai atome !

2
: . 1
e Potentiel attractil/ (r) = — © Z
dmeg 1
. . . h2 2 1
e Hamiltonien complet! = ——A — © =z
2m dmeg T

e Transformation sur coordonnées sphériques, unités at@siq

e Probleme angulaire déja résolu :
U(r,0,¢) =|¥) =R(r)Y,”(0,¢)
e Reste une équation eren fonction de :

0 20 LL+1) 2
— — +2F —
or?  ror r2 * r + Ry(r) =0
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’atome d’hydrogene

Solution en 3 étapes de

0° 29 LU+1) 2
g 122 2 19E -
[87“2 + r Or r2 + r + ] R(r) =0

o r — 00, up(r) =rRy(r):

d? 1 L(L+1)
ﬁﬂ;g(r) -+ 2 [E -+ ; — 27“2

] we(r) = 0

d2
(dr2 + QE) ug(r) =0

ug(r) = e~ V2B

e Solution pourE < 0:

P Reinhardt — Oran2014 — p. 19/44



’atome d’hydrogene

2e etape :
o p=/2E[r,up) =ylp)e " A= /2/|E]:
d? A 0+ 1)
—2¥e(p) = 2ye(p) + (; R ) ye(p) =0
o r—0:
d? 0+ 1)
WW(P) T ye(p) =0
avec solution
ye(p) ~ p!

e Correction
ye(p) = p T x> agp”
k=0

et equation pour les coefficienis.
e Seulement solutions ¢l = \/2/|E| =2navecn =1,2,... >/

P Reinhardt — Oran2014 — p. 19/44



’atome d’hydrogene

e Solutions seulementpouwr=1,2,...,/=0,1,...,n—1,
m=0,+1,...,+¢
1 1 ., :
e /= —_ — enunites atomiques.
2 n

e Fonction d’'onde:
\Ijnﬁm (Tv 97 @) — an TEY—Em <97 @) 6_% X polyn@me enr

avec des polynomes de Laguerre de degrel — 1.

P Reinhardt — Oran2014 — p. 19/44



’atome d’hydrogene

le G_T
r —T
Noo (1-5) /2
Y
ng Z G_T/Z
x
2 22
N3 [1— — — — r/3
3 ( 3 27 ) ‘
d r
ng Z (1 — —) e_r/?’
6
x
[ V3zy \
V3yz
3xz

P Reinhardt — Oran2014 — p. 19/44



’atome d’hydrogene

e Densité radialeD(r) = |rR,(r)|* par intégrale

1 = ///|\I!nlm:c Y, 2 | dxdydz
27
= / / / Wi (1,6, 0)|* 72 sin 6 drdfdyp

27
— / 7 Ry (7 )\ dr X / / Y ( ,gp)\ sin 0 dOdp
0

7

Ve

=1

e Talille d’'une orbitale

<72> — <\Ijnlm’7gmjnlm>

_ /OOO B R2,(r)dr = n?aq (1+; (1—Wn+2 1)»

P Reinhardt — Oran2014 — p. 19/44



[r R(1r)]?
0.5¢
0.4}
0.3}
0.2
0.1

1s

’atome d’hydrogene

5 10

[r R(r)]?
0.10}

0.08}
0.06}
0.04}
0.02}

15

~ r en Bohr
20

[r R(r)]?

0.15}

0.10f

0.05}

=~ r en Bohr
0

~ r en Bohr
2
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’atome d’hydrogene

AZ

o8 Py o



’atome d’hydrogene

A Z z y4
X
X de dxz dyz
y4

QD
X d

X2-y2




Atomes polyélectroniques



Atomes polyélectroniques

Expérience de Stern et Gerlach (Francfort, 1922)

=\ FEBRU:&E:WEE WURDE IN! DIEEEM GEBE:EJE}E E-ES
PHYSIKALISCHEN VEREINS, FRANKFURT AM MAIN,
~ VON OTTO STERN UND WAL'LHEE"G]‘:Riﬁ;t_H DIE
FUNDAMENTALE EN ENTDECKUNG DER RAUMQUANT SIERUN
DER MAGMETISEHEN OMENTE IN ATOMEN GEMACHT.
|hu1= DEM 5TEEH~EEEL#£H-EKPERMENP&ERHH&I ICHTIGE
- PHYSIKALIS ;z,;IEac:tINEEHE{HTWLmU-_; DES 20. JHDTS.
| NRESONAN -,._'_.,ETH‘@‘E:&,a'_,.-E ODER LASER.
.-.,j-‘FFUIE.’ﬁ EN '*:'*Ii.'g',r-l,ﬂ-,- &

= :
’5.:1; L_-J'l:h_:"-' 1

— e T
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Atomes polyéelectroniques

Conséquences :

e Deux orientations possibles pour un électrerune orbitale hydrogénoide

Principe de Pauli, regle de Klechkowski, regle de Hund

peut étre occupée par 2 électrons (principe de Pauli)

Dégénérescence connnue :2@ans une orbitale, 6 e~ dans une orbitale
p, 10 pourd, 14 pourf etc.

Séquence de couches 1, 2, 3 avec 2, 8, 18 électrons

Occupation de sous-couches observee : regle de Klechkowski

Modele de cases quantiques

1s

2S

2p

3s

3p

ty

ty

?

?

4s

3d

4p

P Reinhardt — Oran2014 — p. 21/44



Atomes polyélectroniques

i
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Atomes polyéelectroniques

> Classification périodique des éléphants W
R o= @.mm@g@%@
BRPD 9 4L e Q% i@ n m@@@@\
BEP» 940 ¢« «lgm Q0 3
FEL.PPAL E & «@® m@ggj) :
m' iephants & calie 2D Eléphants ah! I'eau jaime
“ Eléphants calino-terreux fwj\ Eiéphants nobies

7
1 .gz:: Eléphants rares
- Patrick Chaquin, LCT/UPMC, 2011
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Molécules diatomigques



Molécules diatomigues homonucléaires

Combinaison d’orbitales identiquesp, d en orbitales liantes et anti-liantes

g = S5, Pz — Pz, d3z2_p2 + d3z2_,2

of = 5— S, Pz + Dz, d322—r2 — d3z2—r2

7T = Pz Tt Du, Py T Py, dpz — dyz, dyz - dyz
T = Pz — Pz, Py — Py, dpz + dyz, dyz + dyz
o = dxy + dxy, dmz_y2 + dw2_y2

5 = day — day,  dyr_ye — dya_ye

Différence énergetique proportionnel au recouvrement

s= [ [ [ neany.aw

Remplissage selon énergie des orbitales moléculaires
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Molécules diatomigues homonucléaires

matrice de recouvrement |
atome 2

1s 2s 2px 2py 2pz

. —

atome 1




Molécules diatomigues homonucléaires

atomes molécule atome uni

PO OO O CHO d

38 86 %




Molécules diatomigues homonucléaires

2p

Al A A

I/l

+tr
by T

A|TA

A E
2p

Exemple Q :



Molécules diatomigues homonucléaires

A\ E A E

whto o bbom b o bt

ot T e | T

1s_H_ A Av? _H_ls 1s_H_ Au g* _H_ls
ic=Cl IN=N

C, et N, molécules diamagnétiques



Molécules hétéronucléaires

Combinaison d’orbitales similaires p, d de méme symétrie
A\ E G
- +T[* I
DT 4
LA,

s




Molécules hétéronucléaires

Marche méme pour solides, T4O

—21-111'_ . . .
g ‘ ) T1 s,p, Ti-O antiliantes
2‘81;
4p ) : 12 ‘
— ¢,, 11-0 antiliantes
2e -
4s g
e It
— LR —— t,, T1-O non lantes
%d I/[lu .
- 4_ 60(2s,2p) | ) O 2p, Ti-O liantes
11 le,,
- < ——>02s
la,,
OM octaédre TiO, Structure de bandes attendues

Diagramme : Monica Calatayud, LCT, d’apres R. Hoffmann, &oénd
surfaces, Wiley-VCH, 1989 P Reinhardt — Oran2014— p. 24/44



Hybridations



Travalller avec orbitales atomigues

plus que 2 centres : hybridation d’orbitales atomiques

C

C

Sériesp, sp?, sp? pour décrire H—-&C-H, H,C=CH,, H3;C—CHj

1o = sEp. hybride sp

¢3 Px
Qs = Py

P Reinhardt — Oran2014 — p. 26/44



Travalller avec orbitales atomigues

Situation triangulaire : hybride $p

1 2 :
ip2 = 7 s+ \/;px hybride sp
2 1 1 1
b = —= 55— —1p, + — hybride s
2,3 \/g \/6 P \/§p’y y ﬁ
¢4 — Pz
Situation tétraedrique (4 liaisons)
1
P12 = 9 (5 +pz £py £ p2)
1
P34 = 5 (5= Do Epy Fp2)

Situations tres idéalisées — qualitativement correctnahintuitive
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Travalller avec orbitales atomigues

Longueurs de liaisons peuvent étre expligées égalemehtypadessp?

>\ 2 < Single bond 154 pm
Double bond 133 pm

—@— Triple bond 121 pm

Fig. 109. Double bonds as bent sigma bonds.

H.J. Bernstein, J.Chem.Phys., 15 (1947) 284, 339, 688
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Travalller avec orbitales atomigues

Combinaisons linéaires entre atomes, diagrammegs ééi\Walsh
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Travalller avec orbitales atomigues

Et la molécule NH Walsh

// M
/, . \\
/// // \\\ \\\
g ’ M N,
// ,/ \\\
e /, // ,~\
e , / ]
_:\\ P /ﬁ,’l/
al X \\ // /’ v nSp
NN 4 RN W
\\
\ \\ 7 n // // /l
Y 4
Q\—\?’ sp, A1 -/ 7
< T £ ;v
’ 3 ~ '"
// \\\ \\\\ ,/’ /,/ G O\\\\\
£ % RN GXGY// / O y
N \\ /7 /
Q ) e
N /
AN T4
S 2sp \ ;
N / N G
O\\ Z
dj
GZ

P Reinhardt — Oran2014 — p. 26/44



Théorie Huckel



Principe variationnel

Theoremetoute fonction d’onde approchée pour I'état fondamengal d
'hamiltonien H a une énergie plus haute que la vraie fonction d’ofige

<\Ijapprox‘ﬁ|\:[]approa:> 2 <\PO‘}/\I‘\I}O> — EO

avecH |U,) = E,|U)
Preuve H est hermitien, donc

e les valeurs propres d& sont réelles.

e les vecteurs propres dé sont orthogonales.

e toute fonction d’onde peut étre developpee dans la basedesdns
propres deff

(Cappros| H|Yapprox)
— ZC? <(I)i‘ﬁ’q)i>: c; E; > Ey ZC?:EO

7 7 7

Eapprox
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Théorie de Hickel

Ernst Hickel, 1930 : admettons une simple
e fonction d’onde comme produit = ¢1(1)¢2(2) ... ¢,(n) etun

e Hamiltonien mono-électroniqué = hy + hs + ... h,, qui agit sur les
électronsl ... n

Si )
hﬁbi(f) — € ¢z(f)

alorsH |0) = (Z hi ) (Z €i> W) = E|T) ce qui satisfait

)

I'équation de Schrddinger.

e Orbitales atomiques de valenggou simplement systeme pour chaque
atome

e Interactions sur sitéy,|h|xa) = a < 0

e Interaction entre proches voising, |h|ys) = b < 0
e Orbitales atomiques supposées orthogonales
e Eléments de matrice paramétrises
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Théorie de Hickel

Chercher les énergiesles plus basses pour satisfaire

A

h ¢i(T) = €; ¢i(T)
En orbitales atomiques :

iLZ Cai Xao = € Z Cai Xa
o

Projection suryg :
> cailxslhlxa) = € coi

o

Forme d’une équation matricielle a valeur propre

<X1|}:1‘X1> <X1‘€L|X2> C14 C1i
(X2lhlx1)  (xelhlx2) - | | c2i | =€ | coi

P Reinhardt — Oran2014 — p. 29/44



Théorie de Hickel

Exemple butadiene CHHCH-CH=CH:

(aboo\
ﬁ:bab()
O b a b
\0 0 b af

e 4 valeurs propre§ (2a £ b & /5b)

e 4 vecteurs propres correspondants: ++++, ++-- +--+ +-+-
e 4 électronsr a mettre dans les deux orbitales les plus basses

AR O

a+162b a+0.62b a—-0.62b a-162b

P Reinhardt — Oran2014 — p. 29/44



Théorie de Hickel

Exemple cyclo-butadiene -CH=CH-CH=CH-:

(ab()b\
o b a b 0
0O b a b
\b 0 b qf

e 3valeurs propres differentes— 2b, a, a, a + 2b

iy s ay e

a+2b a

e Mais ou mettre les 4 électrons ? Molécule instable
e Regle4n + 2 pour hydrocarbures cycliques

P Reinhardt — Oran2014 — p. 29/44



Théorie de Huckel

Sug

o+2B

P Reinhardt — Oran2014 — p. 29/44



Vers une solution plus exacte — atomes



Fonction d’onde a plusieurs électrons

Systeme a plusieurs électrons : Hamiltonien atomique
. 1 [ <&
- (5e) -2 (B0 R 2
1= 7 1=1 53=1

La fonction d’onde contient le spin comme variable
\P(Flall:é? s 777717 S$1552, -, Sn)

e Doit étre antisymétrique

\P((??l, 81), (?72, 82), .. ) m— —\If((??g, 82), (?71, 81), .. )

e Densité électronique

o(F) = n // (F ... PRy dr,

3n—3 integrals
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Fonction d’onde a plusieurs électrons

Cas de 2 électrons, méme orbitale spatiglepins opposes :

A

\11(7?1781,7?2782) = (

1)P(72) \@[ a(s1)B(s2) — a(s2)B(s1)]
= () (f ) X @A<81,82)

Energie ne dépend que de la partie spatiale

(D504 |H|DPsO4) = (Ps|H|Dg) x (04]04) = (Pg|H|Ps)

P Reinhardt — Oran2014 — p. 31/44



Fonctions d’onde a plusieurs électrons

Deux orbitales differentes, deux spins opposes

\Ij (7717817772782) — @S(F, ) X @A(31782>
@ T

1(71)@2(72) + ¢1(72)P2(m1)] [a(s1)B(s2) — als2)B(s1)] /2

Autre possibilité

|
-
p—t
~
3
N——"
-
3
=l
N——"
|
-
[\
~
|
[S—
N——"
-
b—l
~—~
%
[\V)
—
o
VoS
(Va)
—
N——"
o
~~
(V)
[\
N—"

\IJII(FhSlaFZaSQ) 2
= $y(T7,T2) X Og(s1,52)

3 possibilités pour une partie spin symétrique

1
a(s1)a(sz) 7 (a(s1)B(s2) + B(s1)(s2)) B(s1)B(s2)

Conclusion : une fonction d’onde singulet, 3 fonctions dlenriplet, differentes
en energy, méme avec orbitales identiques.
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Fonctions d’onde a plusieurs électrons

Cas general avec plus que deux électrons : determinant the QlaC. Slater

1929)

U(r ... Ty, ST -

. Sp) =

1

Vn!

¢1(771)01(81)

Pn(T1)on (1)

¢1 (Fn)al (Sn)

On(Tn)on(sn)

Compléetement antisymetrique sous échange de deux elsctron
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Fonctions d’onde a plusieurs électrons

Cas general avec plus que deux électrons : determinant the QlaC. Slater
1929)

O1(F1)o1(s1) .. ¢1(Fn)oi(sn)
V(P s ) = - . .

Vn!

¢n(7?1)-0_n(31) ¢n(Fn).0-n(Sn)

Compléetement antisymetrique sous échange de deux elsctron
La fonction d’onde triplet (non-normalisée)

UL = [ (1)2(2) — d2(1)é1(2)] ((L)e(2) + a(1)en(2))
_ [aa() si@e@)|
d2(1)a(l)  ¢2(2)a(2)
o |e1(1)BQA) 61(2)B(2)| < -
Vi = emp) e@p)| 0




Fonction d’onde a plusieurs électrons

Cependant :

Ul = d1d2+ 1 — a1 — dadh
$1(1) 61(2)| | |o1(1) ¢1(2)
P2(1)  ¢2(2)  |P2(1) ¢2(2)
\Péﬁ = Q102 — P12 + P21 — P2y
$1(1) 61(2)] _|41(1) 61(2)
P2(1)  ¢2(2)  |P2(1) ¢2(2)

+ = [p12) + |P102)

— |¢1$2> - @1¢2>

On a besoin de deux déterminants
Situations a un seul déterminant :

e Systémes a couches fermées (pour chagoecupée il y a u occupée)

e Systemes a spin maximal (toutes les orbitales simplemenipées le sont
avec electrons de méme spin)

e Combinaisons des deux1122...556879)
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Etats spectroscopiques d’atomes



Termes spectroscopigues

Couplage de plusieurs électrons :

e Couplage des spins en un spin glob§1 =

S1+ 52+ ...
N0 (DD+mm) afle

MS:]' MS:O MS: -1

S P d
m=0] |-1|1m=Q 1 -2 -1im=0[ 1 2

e Couplage d& et L en un moment global
e Valeur propre/ entre|L — S| etL + S, My entre—J etJ

P Reinhardt — Oran2014 — p. 35/44



Termes spectroscopigues

e Contributions a la fonction d’onde de toutes les combinasuwossibles de
Mj;=M;+ Mg

JM;LSy= Y  |LMpSMg) (LMpSMg|JM;LS)
Mg+Mp=M, ) N ”

Coefficients Clebsch—Gordan

e Caractérisation de I'état par 'L

http://en.wikipedia.org/wiki/Angular_momentum_coupling

P Reinhardt — Oran2014 — p. 35/44



Termes spectroscopigues

Photon ne change pas de spin, maid'une unité

"Parahélium” i "Orthohélium”
S=0 i S=1
1s 2s 2p
1G CLL L
1,
il mEw; = jpm
1s 2s i A (A
3
2
1
S)

P Reinhardt — Oran2014 — p. 35/44



28

Volt
5.39

1.85

Bruce, Menzel

Termes spectroscopigues

. "Principles of atomic spectra”, 1968

25,

2
Pys, v

zD’/z, %2

2F*"/‘zﬂ/z

35000 —

40000 —|

26

T25

T
1196

16

T 153

Fig. 1.8 Grotrian diagram for lithium, Li I (from Grotrian [1]).
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Fig. 1.9 Grotrian diagram for sodium, Na I (from Grotrian [1]).
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Termes spectroscopigues

Na F 2

Ut

L1

Substance

In ;«. 3 g & H‘;. 6
i I -
Sr : 7
& & | 3
Ca E 8
Ba , . | 9
| |
£ £
B
Cs | 10
¥ ‘ Fo

11

;, T Deniges
G TN r F T .. :
|1Hw””[HHt"“]l'-ir!{"”i;”'1“"["”I'f'“”f\"”l””lv‘[:f’j"”I”“""'I”"[""I“"|“?‘[“s"]”“I“”}””}"”|“'§F‘['“.’['”Tﬁf‘j”“j“”]’”q Chlmle analythue

o 10 20 30 %o 50 6o 7o 80 go 100 mo 120 130 1ko 150 160 170

SPECTROSCOPIE DES METAUX. Pal‘iS 1913

Rb
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Termes spectroscopigues

P Reinhardt — Oran2014 — p. 35/44



Termes spectroscopigues




Vers une solution plus exacte — molécules



Approximation Born-Oppenheimer

e Hamiltonien moléculaire :

A 1 217
H = - Ay + = =
23t LR, R

1 41 1
22:2 Z|fi—RI\+Z|ri_rj‘

il i<j

e Décomposition en partie nucléaire et partie electronique :

A A

ﬁ:TN+(Te+V€N+V€6+VNN> — HN"'He

(Ay +He) On({R) e(F, T Bio Ba) = B U 0

N Vs

variables paramtres

e Solution en 2 étapes :

H.9.({r;}; {R;}) = E.Ry,...,Ru) 7.
(v + B({Rr}) On({Rr}) = Bt U

P Reinhardt — Oran2014 — p. 37/44



Fonction d’'onde moléculaire

e Orbitales atomiques centrées sur des atomes

—

Xo(fR) = f(f—R)

e Orbitales moléculaires comme combinaisons lineairedt@les atomiques

¢(r) = Z Corr Xoy (T — I_{I)

a[,I

e Autant d’orbitales moléculaires qu’orbitales atomiques

¢1(F) C11 “ e CN1 Xl(F)

qu(’I?) CitN ... CNN XN("?)

P Reinhardt — Oran2014 — p. 38/44



Fonction d’'onde moléculaire

Intégrales sur orbitales moléculaires
e Intégrale de recouvrement:

¢Z‘¢] chazcﬂj on‘XB>

e Intégrales(x.|xg) peuvent étre calculées une fois au début d’un calcul

e Multiplication avec coefficients a déterminer et sommatioanxalculer
I'intégrale sur orbitales moléculaires.
e Séquence d’'un calcul :
e Calcul des intégrales nécessaires en orbitales atomiques
e mono-electroniques et bi-electroniques
e Optimisation des coefficients
e Calcul de I'énergie totale
e Calcul de propriéetés

P Reinhardt — Oran2014 — p. 38/44



Fonction d’'onde moléculaire

Exemple H :
e 2 orbitales moléculaires a partie de deux orbitales atoesqu

1
— " bital
Pg \/2_|_25ab(x + Xb) orbitale o
1
u = 0 — orbitale o*

e Occupation de, par spins opposes :

U = ¢yp, = (Xa + x5) (Xa + x0) (@ — fa)

2+ 2Sab

1

— aXa T + Xa + a ap — P
2725, | XeXe T XeXpF XaXs + XX (af — fa)

ionique covalent

P Reinhardt — Oran2014 — p. 38/44



Fonction d’'onde moléculaire

Energie totale :

E = (U|H|D)

1
= 2(¢,| — §A‘¢g> gl ——=—10g) + (P99 T

1 1
——»lgbgqbg> + =
T — Ry ro|



Total energy (a.u.)

Fonction d’'onde moléculaire

H2 in a minimal Slater basis, optimal exponent

—0.75 —— Heitler-London
' ---- LCAO ]
-0.8 | —~—-Cov+lon | __--77

experiment _--

-1.05 |

-1.15 |

-1.2 b
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8

R (a.u.)
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Méthode Hartree-Fock

Orbitales moléculaires exprimées en orbitales atomiques

¢i(F) — Z CaiXa(f)

(8

avec des coefficients,; a déterminer.
Fonction d’'onde est un seul déterminant.
On minimise I'énergie totale par variation des coefficients

Eur = {r?in} E({cai}) = ggjg(‘lf({cai})\ﬂ\‘lf({cai})>

avec la condition que les orbitales restent orthonormees.
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Méthode Hartree-Fock

e Equations Hartree-FockE' ¢; = € ¢; avec I'opérateur de Fock

(XalFlx5) = /Xa () (— —Z |IRI> xs(T) d*r

7

<Xa|h|X,3>

[

S 2//Xa(fl)X6£f1)¢j(f2)¢i(f2) B dPrs

Icocc \ NG ‘1’1 —1‘2‘ Y,

(apBii)

// Xa(T1)X8(T2) i (T2)@: (T )d37“1d37“2

I —1“2\

(Oﬂl’iﬁ)

7

e Energie Hartree-Fock :
EHF = 2 Zi€occ.<¢i|h‘¢i> + Zi,oncc. (2 (’LZ‘]]) o (7’]‘.]7’))
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Jeux de fonctions de base

Atome d’hydrogene : pas toutes les fonctions possible, inasenplete.
e Fonctions de Slater sans nceuds :

STV 0. 0:a) = Yo 6, x "l x e BT (F<n-—1
@

nfm

e Fonctions Gaussiennes

2

G 0,010) = Yo (0,0) x r* x e "

Im

Pourquoi fonctions de Gauss ? Essayons de calculer uneatdda-¢électronique
a 4 centres

6_05|F1_RA|€_B|F1_RB‘6_'Y|F2_RC|6_5|F2_RD| 3 3
= = d Tld T2

Ty — T2

Possible avec Gaussiennes grace a la formule du produit

5 — = — = — CLR —|—bR
e—a(r—RA)Qe—b(r—RB)2 — e~ a+b (RA RB) —(a—|—b)( ’2+b B)

transformation d’une intégrale a 4 centres en une intéegraleentresxeinac —oranzo14 - p. 40124



Jeux de fonctions de base

e Base minimale : une fonction par orbitale atomique occupies( C
152s2p, Ti 1s252p3s3p3d4s etc.)

e Split-valence basis sets : plusieurs fonctions de baserpdale de valence
(6-31G, double ou triplé etc.)

e Even-tempered basis sets : exposants de Gaussienned suigesgrie
géométriquey; = oy x T°

e ajoutons des fonctions de polarisation (moment angulapérseur)

e ajoutons fonctions diffuses avec petits exposants poundodes liaisons

e ajoutons des fonctions de corrélation

® ... ... vers une base complete.

Bibliotheques de fonctions de baskt:t ps:// bse. pnl . gov/ bse/ port al
Basis Set Exchange witlk 500 basis sets.

e Chaqgue programme de chimie théorique a une bibliothegagne¢ dans le
code.
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Extrapolation de bases

e Base plus grande = énergie plus basse
e Limite Hartree-Fock : toujours 1 déterminant
e Construction systématique ?

Exemple : atome d’hélium dans une série de bases aug-cc-p\2z.6

X HF energy (a.u.) correlated energy (Full Cl, a.u.) # basis fanst

2 —2.855704 —2.88955 11
3 —2.861183 —2.90060 28
4 —2.861522 —2.90253 58
5 —2.861627 —2.90320 108
6 —2.861673 —2.90346 186

Extrapolation: empiriquemerff(X) = A + 2

Y3

E<OO):A:E(X)_X3_Y3(

E(X) - E(Y))
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Extrapolation de bases

e Base plus grande = énergie plus basse
e Limite Hartree-Fock : toujours 1 déterminant
e Construction systématique ?

Exemple : atome d’hélium dans une série de bases aug-cc-p\2z.6

X HF energy (a.u.) correlated energy (Full Cl, a.u.) # basis fanst

2 —2.855704 —2.88955 11
3 —2.861183 —2.90060 28
4 —2.861522 —2.90253 58
5 —2.861627 —2.90320 108
6 —2.861673 —2.90346 186

Extrapolation

A B
HF —2.86228 0.0509344
Full CI  —2.90431 0.1168

P Reinhardt — Oran2014 — p. 41/44



Nous avons alors : Hartree-Fock

Systemes couches fermées
A disposition

e Orbitales moléculaires— densités, moments multipolaires density

e Energies d’orbitales— potentiels d’ionisation, énsegies d’excitations,
structures de bandes

e Energie totale— géometrie, énergies de dissociation, constants
vibrationnelles et rotationnelles, spectres IR, poléisas, thermochimie
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Nous avons alors : Hartree-Fock

Systemes couches fermées
A disposition

e Orbitales moléculaires— densités, moments multipolaires density

e Energies d’'orbitales— potentiels d’ionisation, énsegies d’excitations,
structures de bandes

e Energie totale— géometrie, énergies de dissociation, constants
vibrationnelles et rotationnelles, spectres IR, poléisas, thermochimie

Quelle qualité des résultats ?
e Bonnes géometries, liaisons un peu trop courtes
e Bons potentiels d’ionisation
e Energies de liaisons médiocres (50 % de valeurs expéritesinta
e Fréqguences mediocres (beaucoup trop grandes)

e Incapable de dissocier correctement des molécules en éragraouches
ouvertes
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Quelques perspectives
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