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Peter.Reinhardt@upmc.fr

P Reinhardt — Oran2014 – p. 1/44



Introduction
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Cours Chimie Théorique / Mathématiques
Pour quoi faire :

• Introduction à la mécanique quantique

• Outils nécessaires

• Application à la matière

• Molécules simples

• Orbitales – d’où viennent-elles ?

• Comprendre des structures moléculaires

• Au delà des orbitales atomiques

• Outils de calcul
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Spectroscopie

Le plafond de l’amphi de Chimie de la Sorbonne à Paris, 1894
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Spectroscopie

Un timbre de la poste allemande, 1987
P Reinhardt — Oran2014 – p. 4/44



Spectroscopie
Formule empirique de J.J. Balmer (1885)

λ = C
m2

m2 − 4

ou bien
1

λ
= R

(
1

n2
− 1

m2

)

avecn = 2 etm > 2 et un constanteR = (109677.759 ± 0.005) cm−1

Onde :A(x, t + ∆t) = A(x − c ∆t, t), donc avecA(x, t0) = A0 sin 2πx/λ

A(x, t0 + ∆t) = A0 sin

(
2π

λ
(x − c ∆t)

)

= A0 sin 2π
(x

λ
− c

λ
∆t
)

Appelonsν =
c

λ
fréquence, etλ la longueur d’onde
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Spectroscopie

Coloration de flammes par des spectres atomiques
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Spectroscopie

Chimie analytique
Paris 1913
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Spectroscopie
Les lois de Wien, Stefan-Boltzmann et Planck :
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Spectroscopie
• Loi de Wien (1896) :λmax T = constante

• Loi de Stefan-Boltzmann
∫

I(λ) dλ ∼ T 4

• Loi de Planck (1900) :

I(λ) =
2hc2

λ5

1

exp
(

hc
kλT

)
− 1

→ Lien entre température et longueur d’onde
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Effet photoélectrique et effet Compton

ν

cE

0
νmin

mv = q   V21
2 ∆

−Φ

Ec = hν − φ avec constanteh, ce qui permet d’écrire la relation de Balmer
comme différence d’énergies

∆E ∼ 1

λ
= R

(
1

n2
− 1

m2

)

, ∆E = hν = ~ω =
hc

λ

Un photon d’énergiehν donne toute son énergie à un électron (collision
inélastique)
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Effet photoélectrique et effet Compton

Collision élastique : effet Compton,p = h/λ selonE =
√

p2c2 + m2
0c

4

p θ

λ’

λ

p’

v
e

v

v

hc

λ
=

hc

λ′
+

1

2
mev

2 =
hc

λ′
+

1

2
me

(

v2
‖ + v2

⊥

)

h

λ
=

h

λ′
cos θ + mev‖ et 0 =

h

λ′
sin θ − mev⊥

donne comme solution

∆λ = λ′ − λ =
2h

mec
sin2 θ
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Modèle de Bohr
Equilibre de forces pour un mouvement circulaire

r

mev
2

r
=

(
e2

4π ǫ0

)
1

r2

Postulat de Bohr (1913) : moment cinétique est quantifié~L = ~r × ~p = m~r × ~v en

unités de~ = h/(2π) : |~L| = m r v = n ~

−→ rn =
~

2 4πǫ0
e2 me

n2, vn =
e2

4πǫ0 ~

1

n

Tn =
1

2
mev

2
n = +

me

2

(
e2

4πǫ0

)2
1

~2 n2

Vn =

∫ ∞

rn

F (r) dr = −
(

e2

4π ǫ0

)
1

rn
= − me e4

(4πǫ0)2~2

1

n2
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Modèle de Bohr
Quantifications :

• Energie :En = Tn + Vn = −1

2

mee
4

(4πǫ0)2~2

1

n2

• Différences d’énergie :∆E = En − Em = −Rhc

(
1

n2
− 1

m2

)

=
hc

λ

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 100  1000  10000

Lyman

Paschen

Brackett

Pfund

B
al

m
er

visible infra−rougeultra−violet

longueur d’onde (nm)
P Reinhardt — Oran2014 – p. 6/44



Modèle de Bohr

spectre d’hydrogene

434 nm

410 nm 486 nm 656 nm
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Modèle de Bohr
Une excursion pour parler d’unités :

• Constantes naturelles :
• Constante de Planckh = 6.626 × 10−34 Js
• La céléritéc = 2.998 × 108 m/s
• La masse de l’électronme = 9.10938291 × 10−31 kg

• La charge électriquee = 1.609 × 10−19 C

• EnergieE =
hc

λ
∼ 1

λ

• On peut mesurer l’énergie en cm−1, avec le facteur de conversion
hc = 1.98630 × 10−23 J/cm−1

• Ou bien en Kelvin avecE = kT aveck = 1.38054 × 10−23 J/K

• Système d’unités atomiques :~ = c = me = e2/(4πǫ0) = 1

• Energie : 1 Hartree = 27.21 eV =27.21 × 1.609 × 10−19 J =
43.60 × 10−19 J

• Longueur : 1 bohr = 0.529 177 249 Å
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L’équation de Schrödinger
Schrödinger (1926) propose une équation différentielle avec “fonction d’onde”
Ψ(x, t)

i ~
∂

∂t
Ψ(x, t) = − ~

2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) + V (x)Ψ(x, t)

• OpérateurĤ = − ~
2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

• Si Ĥ Ψ(x, t) = E Ψ(x, t), la dépendance det devient trivial :

Ψ(x, t) = e−i(E/~) (t−t0) Ψ(x, t0)

• Equivalence~p = −i~~∇ pour donner une énergie cinétique

p2

2m
→ − ~

2

2m

∂2

∂x2

• Ψ(x) est une distribution de probabilité, avec
∫
|Ψ(x)|2 dx = 1

• Une mesure correspond à une moyenne sur un opérateur

Ames = 〈Â〉Ψ =
∫∞

−∞
Ψ∗(x)ÂΨ(x) dx
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L’équation de Schrödinger
La vraie chimie :
Contributions à l’opérateur hamiltonien :

• Energie cinetiquep2/(2m) pour chaque particule, avec~p = −i~~∇
• Energie potentielle : électrostatique

• Champs externes : ondes électromagnetiques, champs statiques

Resoudre l’équation de Schrödinger pour plusieurs particules

(

−1

2

∑

i

∆i + V (~r1,~r2, . . .)

)

Ψ(~r1,~r2, . . .) = E Ψ(~r1,~r2, . . .)

Systèmes simples, atomes, molécules, solides

−→ physique et chimie via mathématiques
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Systèmes simples – boîte rectangulaire
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Boîte unidimensionnelle, inifinie
Supposons un potentiel unidimensionnel

V (x) =







∞ x ≤ 0

0 0 < x < L

∞ x ≥ L

• Equation de Schrödinger :− ~
2

2m

d2 Ψ(x)

d x2
Ψ(x) = E Ψ(x)

• Ψ(x) = 0 pourx ≤ etx ≥ L

• Conditions de bordΨ(0) = Ψ(L) = 0
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Boîte unidimensionnelle, inifinie
Proposition de solution :

Ψ(x) = N sin(kx)

avec deux inconnuesk etx.

• Ψ(L) = 0 → k L = n π où bienk =
nπ

L
avecn = 1, 2, . . .

• Condition de normalisation

∫ L

0

|Ψ(x)|2 dx = 1

donc

1 = N2

∫ L

0

sin2
(nπ

L
x
)

dx

avec solutionN =
√

2/L

• Dérivées pour trouverE :

En =
h2n2

8mL2
∼ n2
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Boîte unidimensionnelle, inifinie
Indicateurs colorés :

C

O OH

L

C

OO−

L’

Forme acide Forme basique

Couleur = absorption de la couleur complémentaire
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Boîte unidimensionnelle, inifinie
Molécules organiques linéaires ou aromatiques : COULEUR
rouge (pH bas, acide, forme –OH)−→ jaune ou bleu (pH haut, basique, =O−)

Bleu de Bromothymole

acide basique

jaune alizarinerouge methylepapier tournesol
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En 3 dimensions
Equation de Schrödinger

− ~
2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

Ψ(x, y, z) = E Ψ(x, y, z)

avec dimension de la boîteLx, Ly, Lz. Essayons

Ψ(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z)

alors

− ~
2

2m

∂2

∂x2
X(x)Y (y)Z(z) = ExX(x)Y (y)Z(z)

Par conséquent

− ~
2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

X(x)Y (y)Z(z) = (Ex +Ey +Ez)X(x)Y (y)Z(z)

Nombre quantiquesnx, ny, nz etEnx,ny,nz
=

h2

8m

(

n2
x

L2
x

+
n2

y

L2
y

+
n2

z

L2
z

)
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Modèle de la boîte 1D
En coordonées sphériques :V (r)
Centres F ( = Farbzentrum )

e−
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Modèle de la boîte 1D
En coordonées sphériques :V (r)
Centres F ( = Farbzentrum )

exposition rayons X sans exposition
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Modèle de la boîte 1D
En coordonées sphériques :V (r)
Centres F
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Modèle de la boîte 1D
En coordonées sphériques :V (r)
Centres F

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
Energie d’excitation, theorique (eV)
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Systèmes simples – rotateur rigide
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Rotateur rigide

r = r1 + r2

barycentre

r1
r2v1 m1

v2

m2 µ

v = v1 + v2

Transformation du système à 2 particules à un système effectif à une particule

avecµ =
m1m2

m2 + m2
, R = r1 + r2, v = v1 + v2 :

Erot =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

(~R × ~v)2

2µR2
=

L2

2µR2
=

L2

2I

I = moment d’inertie (p → L, m → I)
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Rotateur rigide

Condition supplémentaire :x2 + y2 + z2 = R2 = constante

• Réduction à 2 dimensions, mouvement libre sur une sphère

• Coordonnées sphériques :

x = r sin θ cos ϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ

• Transformer
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
en fonction der, θ, ϕ :

∆ =
1

r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

• Retenir les termes constants enr :

Ĥ = − ~
2

2µR2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)

=
L̂2

2I
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Rotateur rigide
Solution de l’équation de Schrödinger

L2

2I
Yℓm(θ, ϕ) = ErotYℓm(θ, ϕ)

en deux temps :

• Equation enϕ :

− ∂2

∂ϕ2
Y (θ, ϕ) = λ Y (θ, ϕ)

avec solution
Y (θ, ϕ) = Y (θ, 0) ei m ϕ

avecm = 0,±1,±2, . . . par la conditionY (θ, ϕ) = Y (θ, ϕ + 2π)

• Puis enθ :

−~
2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

− 1

sin2 θ
m2

)

Y (θ, ϕ) = λ′Y (θ, ϕ) .

ce qui donne une équation enx = cos θ etdx = − sin θ dθ
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Rotateur rigide
• Equation de Legendre

−~
2

(
d

dx
(1 − x2)

d

dx
− m2

1 − x2

)

f(x) = λ′ f(x)

respectée par les polynômes de Legendre associésPm
ℓ (x)

−
(

d

dx
(1 − x2)

d

dx
− m2

1 − x2

)

Pm
ℓ (x) = ℓ(ℓ + 1)Pm

ℓ (x)

• Assemblage et normalisation :

Y m
ℓ (θ, ϕ) =

[
(2ℓ + 1)(ℓ − |m|)!

4π(ℓ + |m|)!

] 1
2

Pm
ℓ (cos θ)eimϕ

avecErot =
~

2ℓ(ℓ + 1)

2I
et |m| ≤ ℓ
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Rotateur rigide
• Observation de différences d’énergie entreℓ + 1 et ℓ :

∆Erot = ~
2 (ℓ + 1)(ℓ + 2) − ℓ(ℓ + 1)

2I
=

~
2(ℓ + 1)

I

• L̂z = xpy − ypx = −i~

(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)

= −i~
∂

∂ϕ

• En effet :

∂

∂ϕ
=

dx

dϕ

∂

∂x
+

dy

dϕ

∂

∂y
= − r sin θ sinϕ

︸ ︷︷ ︸

y

∂

∂x
+ r sin θ cos ϕ
︸ ︷︷ ︸

x

∂

∂y

= x
∂

∂y
− y

∂

∂x

• Par conséquent,Yℓm(θ, ϕ) est aussi fonction propre dêLz :

L̂z Yℓm(θ, ϕ) = m ~ Yℓm(θ, ϕ)
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Rotateur rigide — images

Rotateur rigide : valeurs propres deL2 etLz

2h

1h

-1h

-2h

0h

Z

Lz = -2h

Lz = -1h

Lz = 0

Lz = +2h

Lz = +1h

Z

L = h√(l(l+1)
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Rotateur rigide — images
Exemple : spectre rotationnel de CO
Simulation pourT = 1350 K, http://www.galaxyzooforum.org
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Rotateur rigide — images
Effet Zeeman : application d’un champ magnétique

http://physique.unice.fr
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Vibrations – oscillateur harmonique

P Reinhardt — Oran2014 – p. 15/44



Oscillateur harmonique

Exemple d’un potentielV (x) : loi de HookeF = −kx → V (r) =
1

2
kx2

Equation de Schrödinger en une dimension

(

− ~
2

2µ

d2

dx2
+

1

2
kx2 − E

)

Ψ(x) = 0

Solution en 3 étapes :

• Remplacerω =
√

k/µ, k = µω2, ξ = x

√
µω

~
, ǫ =

2E

~ω

[
∂2

∂ξ2
− ξ2 + ǫ

]

Ψ(ξ) = 0

• x → ∞ : remplacerǫ par 1, ce qui donneraΨ(ξ) ∼ e−ξ2/2

• Introduire un polynômeh(ξ) pour une fonction

Ψ(ξ) = h(ξ)e−ξ2/2
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Oscillateur harmonique
Solution complète :

Ψn(x) = Nn Hn(ξ) e−
ξ2

2

=
(µω

π~

)1/4
(

1√
2nn!

)

Hn(x

√
µω

~
) e−

µω x2

2~

avec les polynômes de Hermite

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

=

(

2x − d

dx

)n

· 1

• Valeurs possibles pourEn : En = ~ω

(

n +
1

2

)

, n = 0, 1, 2, . . .

• Transitions entren → n ± 1 possibles, donc une seule ligne.
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Exemple
Combinaison des excitations moléculaires
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Exemple

0 5 0 0 1 0 0 0 1 5 0 0 2 0 0 0 2 5 0 0 3 0 0 0 3 5 0 0 4 0 0 0

defaults used                           

                                        

last point                              

                                        

                                        

                                        

M O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E NM O L D E N

Niacin

calculated IR spectrum

Calcul DFT
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Exemple

Spectre expérimental
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L’atome d’hydrogène
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L’atome d’hydrogène
Enfin un vrai atome !

• Potentiel attractifV (r) = − e2

4πǫ0

1

r

• Hamiltonien complet̂H = − ~
2

2m
∆ − e2

4πǫ0

1

r

• Transformation sur coordonnées sphériques, unités atomiques :

Ĥ = − 1

2r2

∂

∂r

(

r2 ∂

∂r

)

+
1

2r2
L̂2 − 1

r

• Problème angulaire déjà résolu :

Ψ(r, θ, ϕ) = |Ψ〉 = R(r) Y m
ℓ (θ, ϕ)

• Reste une équation enr en fonction deℓ :

[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− ℓ(ℓ + 1)

r2
+

2

r
+ 2E

]

Rℓ(r) = 0
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L’atome d’hydrogène
Solution en 3 étapes de

[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− ℓ(ℓ + 1)

r2
+

2

r
+ 2E

]

Rℓ(r) = 0

• r → ∞, uℓ(r) = rRℓ(r) :

d2

dr2
uℓ(r) + 2

[

E +
1

r
− ℓ(ℓ + 1)

2r2

]

uℓ(r) = 0

→
(

d2

dr2
+ 2E

)

uℓ(r) = 0

• Solution pourE < 0 :

uℓ(r) = e−
√

2|E| r
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L’atome d’hydrogène
2e étape :

• ρ =
√

2|E| r, uℓ(ρ) = y(ρ) e−ρ, A =
√

2/|E| :

d2

dr2
yℓ(ρ) − 2yℓ(ρ) +

(
A

ρ
− ℓ(ℓ + 1)

ρ2

)

yℓ(ρ) = 0

• r → 0 :
d2

dr2
yℓ(ρ) − ℓ(ℓ + 1)

ρ2
yℓ(ρ) = 0

avec solution
yℓ(ρ) ∼ ρℓ+1

• Correction

yℓ(ρ) = ρℓ+1 ×
∞∑

k=0

akρk

et équation pour les coefficientsak.

• Seulement solutions siA =
√

2/|E| = 2n avecn = 1, 2, . . . > ℓ
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L’atome d’hydrogène
• Solutions seulement pourn = 1, 2, . . ., ℓ = 0, 1, . . . , n − 1,

m = 0,±1, . . . ,±ℓ

• E = −1

2

1

n2
en unités atomiques.

• Fonction d’onde :

Ψnℓm(r, θ, ϕ) = Nnℓ rℓYℓm(θ, ϕ) e−
r
n × polynôme en r

avec des polynômes de Laguerre de degrén − ℓ − 1.
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L’atome d’hydrogène

Ψ1s = N1s e−r

Ψ2s = N2s

(

1 − r

2

)

e−r/2

Ψ2p = N2p






y

z

x




 e−r/2

Ψ3s = N3s

(

1 − 2r

3
− 2r2

27

)

e−r/3

Ψ3p = N3p






y

z

x






(

1 − r

6

)

e−r/3

Ψ3d = N3d










√
3xy√
3 yz

z2 − (x2 + y2)/2√
3xz√

3/2 · (x2 − y2)










e−r/3
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L’atome d’hydrogène

• Densité radialeD(r) = |rRℓ(r)|2 par intégrale

1 =

∫ ∫ ∫

|Ψnlm(x, y, z)|2 dxdydz

=

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

|Ψnlm(r, θ, ϕ)|2 r2 sin θ drdθdϕ

=

∫ ∞

0

|r Rnl(r)|2 dr ×
∫ π

0

∫ 2π

0

|Ylm(θ, ϕ)|2 sin θ dθdϕ

︸ ︷︷ ︸

=1

• Taille d’une orbitale

〈 r̂ 〉 = 〈 Ψnlm| r̂ |Ψnlm 〉

=

∫ ∞

0

r3 R2
nl(r) dr = n2 a0

(

1 +
1

2

(

1 − ℓ(ℓ + 1)

n2

))
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L’atome d’hydrogène

1s

2s
2p

3s
3p
3d
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L’atome d’hydrogène
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L’atome d’hydrogène
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Atomes polyélectroniques
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Atomes polyélectroniques
Expérience de Stern et Gerlach (Francfort, 1922)
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Atomes polyélectroniques
Conséquences :

• Deux orientations possibles pour un électron→ une orbitale hydrogénoïde
peut être occupée par 2 électrons (principe de Pauli)

• Dégénérescence connnue : 2 e− dans une orbitales, 6 e− dans une orbitale
p, 10 pourd, 14 pourf etc.

• Séquence de couches 1, 2, 3 avec 2, 8, 18 électrons

• Occupation de sous-couches observée : règle de Klechkowski

• Modèle de cases quantiques

1s 2s 2p 3s 3p

4s 3d 4p

Principe de Pauli, règle de Klechkowski, règle de Hund
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Atomes polyélectroniques
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Atomes polyélectroniques
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Molécules diatomiques
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Molécules diatomiques homonucléaires
Combinaison d’orbitales identiquess, p, d en orbitales liantes et anti-liantes

σ = s + s, pz − pz, d3z2−r2 + d3z2−r2

σ∗ = s − s, pz + pz, d3z2−r2 − d3z2−r2

π = px + px, py + py, dxz − dxz, dyz − dyz

π∗ = px − px, py − py, dxz + dxz, dyz + dyz

δ = dxy + dxy, dx2−y2 + dx2−y2

δ∗ = dxy − dxy, dx2−y2 − dx2−y2

Différence énergétique proportionnel au recouvrement

S =

∫ ∫ ∫

f1(x, y, z)f2(x, y, z) dV

Remplissage selon énergie des orbitales moléculaires
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Molécules diatomiques homonucléaires

1s 2s 2px 2pz2py

1s

2px

2py

2pz

2s

matrice de recouvrement N2
atome 2

at
om

e 
1
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Molécules diatomiques homonucléaires

s

p

f

d

d

p

σ

σ

σ

π

π

σ
moleculeatomes

p

p

p

p

s

s

atome uni

*

*

*
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Molécules diatomiques homonucléaires
Exemple O2 :

σ*

σ*

π

π
σ

*
*

E

2p

1s 1s

2p

σ

2s
σ

σ

2s

O=O
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Molécules diatomiques homonucléaires

σ*

σ*

π

π
σ

*
*

E

σ

σ

2p

2s

1s 1s

2s

2p

σ

σ*

σ*

π

π
σ

*
*

E

σ

σ

2p

2s

1s 1s

2s

2p

σ

E

2p

1s

2s

|C=C| |N−N|

C2 et N2 molécules diamagnétiques
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Molécules hétéronucléaires
Combinaison d’orbitales similairess, p, d de même symétrie

O O

HH

π*

E

σ
π

σ*

y x

O−OH H
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Molécules hétéronucléaires
Marche même pour solides, TiO2

Diagramme : Monica Calatayud, LCT, d’après R. Hoffmann, Solids and
surfaces, Wiley-VCH, 1989 P Reinhardt — Oran2014 – p. 24/44



Hybridations
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Travailler avec orbitales atomiques
plus que 2 centres : hybridation d’orbitales atomiques

C − H

C C 

s − px

pz
py

s + px

H − C

+ / −

px

s

Sériesp, sp2, sp3 pour décrire H–C≡C–H, H2C=CH2, H3C—CH3

φsp
1,2 = s ± pz hybride sp

φ3 = px

φ4 = py
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Travailler avec orbitales atomiques

Situation triangulaire : hybride sp2

φsp2

1 =
1√
6

s +

√

2

3
px hybride sp2

φsp2

2,3 =
1√
3

s − 1√
6

px ± 1√
2
py hybride sp2

φ4 = pz

Situation tétraédrique (4 liaisons)

φ1,2 =
1

2
(s + px ± py ± pz)

φ3,4 =
1

2
(s − px ± py ∓ pz)

Situations très idéalisées — qualitativement correct, chimie intuitive
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Travailler avec orbitales atomiques

Longueurs de liaisons peuvent être expliqées également parhybridessp3

Single bond 154 pm

Double bond 133 pm

Triple bond 121 pm

H.J. Bernstein, J.Chem.Phys., 15 (1947) 284, 339, 688
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Travailler avec orbitales atomiques
Combinaisons linéaires entre atomes, diagrammes AHn de Walsh
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Travailler avec orbitales atomiques
Et la molécule NH3 Walsh
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Théorie Hückel
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Principe variationnel
Theorème: toute fonction d’onde approchée pour l’état fondamental de

l’hamiltonienĤ a une énergie plus haute que la vraie fonction d’ondeΨ0 :

〈Ψapprox|Ĥ|Ψapprox〉 ≥ 〈Ψ0|Ĥ|Ψ0〉 = E0

avecĤ |Ψ0〉 = E0 |Ψ0〉
Preuve: Ĥ est hermitien, donc

• les valeurs propres dêH sont réelles.

• les vecteurs propres dêH sont orthogonales.

• toute fonction d’onde peut être développée dans la base des fonctions

propres deĤ

Eapprox = 〈Ψapprox|Ĥ|Ψapprox〉
=

∑

i

c2
i 〈Φi|Ĥ|Φi〉 =

∑

i

c2
i Ei ≥ E0

∑

i

c2
i = E0
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Théorie de Hückel
Ernst Hückel, 1930 : admettons une simple

• fonction d’onde comme produitΨ = φ1(1)φ2(2) . . . φn(n) et un

• Hamiltonien mono-électroniquêH = ĥ1 + ĥ2 + . . . ĥn qui agit sur les
électrons1 . . . n.

Si
ĥ φi(~r) = ǫi φi(~r)

alorsĤ |Ψ〉 =

(
∑

i

ĥi

)

|Ψ〉 =

(
∑

i

ǫi

)

|Ψ〉 = E |Ψ〉 ce qui satisfait

l’équation de Schrödinger.

• Orbitales atomiques de valenceχ (ou simplement systèmeπ) pour chaque
atome

• Interactions sur site〈χα|ĥ|χα〉 = a < 0

• Interaction entre proches voisins〈χα|ĥ|χβ〉 = b < 0

• Orbitales atomiques supposées orthogonales

• Eléments de matrice paramétrisés
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Théorie de Hückel
Chercher les énergiesǫi les plus basses pour satisfaire

ĥ φi(~r) = ǫi φi(~r)

En orbitales atomiques :

ĥ
∑

α

cα i χα = ǫi

∑

α

cα i χα

Projection surχβ :
∑

α

cαi〈χβ |ĥ|χα〉 = ǫi cβi

Forme d’une équation matricielle à valeur propre







〈χ1|ĥ|χ1〉 〈χ1|ĥ|χ2〉 . . .

〈χ2|ĥ|χ1〉 〈χ2|ĥ|χ2〉 . . .
...

...













c1i

c2i

...







= ǫi







c1i

c2i

...
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Théorie de Hückel
Exemple butadiène CH2=CH–CH=CH2:

Ĥ =








a b 0 0

b a b 0

0 b a b

0 0 b a








• 4 valeurs propres12
(
2a ± b ±

√
5b
)

• 4 vecteurs propres correspondants : + + + +, + + - -, + - - +, + - + -

• 4 électronsπ à mettre dans les deux orbitales les plus basses

a − 0.62 ba + 0.62 ba + 1.62 b a − 1.62 b
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Théorie de Hückel
Exemple cyclo-butadiène –CH=CH–CH=CH– :

Ĥ =








a b 0 b

b a b 0

0 b a b

b 0 b a








• 3 valeurs propres différentesa − 2b, a, a, a + 2b

a − 2 ba + 2 b a a

• Mais où mettre les 4 électrons ? Molécule instable

• Règle4n + 2 pour hydrocarbures cycliques
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Théorie de Hückel
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Vers une solution plus exacte — atomes
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Fonction d’onde à plusieurs électrons
Système à plusieurs électrons : Hamiltonien atomique

Ĥ = −1

2

(
n∑

i=1

∆i

)

− Z

(
n∑

i=1

1

ri

)

+

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

1

|~ri − ~rj |

La fonction d’onde contient le spin comme variable
Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rn, s1, s2, . . . , sn)

• Doit être antisymétrique

Ψ((~r1, s1), (~r2, s2), . . .) = −Ψ((~r2, s2), (~r1, s1), . . .)

• Densité électronique

ρ(~r) = n

∫

. . .

∫

︸ ︷︷ ︸

3n−3 integrals

|Ψ(~r, ~r2, . . . , ~rn)|2 d3r2 . . . d3rn
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Fonction d’onde à plusieurs électrons
Cas de 2 électrons, même orbitale spatialeφ, spins opposés :

Ψ(~r1, s1, ~r2, s2) = φ(~r1)φ(~r2)
1√
2

[α(s1)β(s2) − α(s2)β(s1)]

= ΦS(~r1,~r2) × ΘA(s1, s2)

Energie ne dépend que de la partie spatiale

〈ΦSΘA|Ĥ|ΦSΘA〉 = 〈ΦS |Ĥ|ΦS〉 × 〈ΘA|ΘA〉 = 〈ΦS |Ĥ|ΦS〉
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Fonctions d’onde à plusieurs électrons
Deux orbitales différentes, deux spins opposés

ΨI(~r1, s1, ~r2, s2) = ΦS(~r1,~r2) × ΘA(s1, s2)
= [φ1(~r1)φ2(~r2) + φ1(~r2)φ2(~r1)] [α(s1)β(s2) − α(s2)β(s1)] /2

Autre possibilité

ΨII(~r1, s1, ~r2, s2) = [φ1(~r1)φ2(~r2) − φ2(~r1)φ1(~r2)] α(s1)α(s2)
= ΦA(~r1,~r2) × ΘS(s1, s2)

3 possibilités pour une partie spin symétrique

α(s1)α(s2)
1√
2

(α(s1)β(s2) + β(s1)α(s2)) β(s1)β(s2)

Conclusion : une fonction d’onde singulet, 3 fonctions d’onde triplet, différentes
en energy, même avec orbitales identiques.

P Reinhardt — Oran2014 – p. 32/44



Fonctions d’onde à plusieurs électrons
Cas général avec plus que deux électrons : déterminant de Slater (J.C. Slater
1929)

Ψ(~r1 . . . , ~rn, s1 . . . sn) =
1√
n!

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

φ1(~r1)σ1(s1) . . . φ1(~rn)σ1(sn)
...

...
...

φn(~r1)σn(s1) . . . φn(~rn)σn(sn)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Complétement antisymétrique sous échange de deux électrons
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Fonctions d’onde à plusieurs électrons
Cas général avec plus que deux électrons : déterminant de Slater (J.C. Slater
1929)

Ψ(~r1 . . . , ~rn, s1 . . . sn) =
1√
n!

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

φ1(~r1)σ1(s1) . . . φ1(~rn)σ1(sn)
...

...
...

φn(~r1)σn(s1) . . . φn(~rn)σn(sn)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Complétement antisymétrique sous échange de deux électrons
La fonction d’onde triplet (non-normalisée)

ΨII
αα = [φ1(1)φ2(2) − φ2(1)φ1(2)] (α(1)α(2) + α(1)α(2))

=

∣
∣
∣
∣
∣

φ1(1)α(1) φ1(2)α(2)

φ2(1)α(1) φ2(2)α(2)

∣
∣
∣
∣
∣
= |φ1φ2〉

ΨII
ββ =

∣
∣
∣
∣
∣

φ1(1)β(1) φ1(2)β(2)

φ2(1)β(1) φ2(2)β(2)

∣
∣
∣
∣
∣
= |φ̄1φ̄2〉
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Fonction d’onde à plusieurs électrons
Cependant :

ΨII
αβ = φ1φ̄2 + φ̄1φ2 − φ2φ̄1 − φ̄2φ1

=

∣
∣
∣
∣
∣

φ1(1) φ1(2)

φ̄2(1) φ̄2(2)

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

φ̄1(1) φ̄1(2)

φ2(1) φ2(2)

∣
∣
∣
∣
∣
= |φ1φ̄2〉 + |φ̄1φ2〉

ΨI
αβ = φ1φ̄2 − φ̄1φ2 + φ2φ̄1 − φ̄2φ1

=

∣
∣
∣
∣
∣

φ1(1) φ1(2)

φ̄2(1) φ̄2(2)

∣
∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣
∣

φ̄1(1) φ̄1(2)

φ2(1) φ2(2)

∣
∣
∣
∣
∣
= |φ1φ̄2〉 − |φ̄1φ2〉

On a besoin de deux déterminants
Situations à un seul déterminant :

• Systèmes à couches fermées (pour chaqueφ occupée il y a un̄φ occupée)

• Systèmes à spin maximal (toutes les orbitales simplement occupées le sont
avec électrons de même spin)

• Combinaisons des deux :|11̄22̄ . . . 55̄ 6 8 7 9〉

P Reinhardt — Oran2014 – p. 33/44



Etats spectroscopiques d’atomes
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Termes spectroscopiques
Couplage de plusieurs électrons :

• Couplage des spins en un spin global :~S = ~s1 + ~s2 + . . .

M  = 0M  = 1 M  = −1SSS

• Couplage des moments angulaires en un moment global :~L = ~ℓ1 + ~ℓ2 + . . .

ds p

m=0 m=0−1 −1−2 m=0 1 21

• Couplage de~S et ~L en un moment global~J

• Valeur propreJ entre|L − S| etL + S, MJ entre−J etJ
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Termes spectroscopiques
• Contributions à la fonction d’onde de toutes les combinaisons possibles de

MJ = ML + MS :

|JMJLS〉 =
∑

MS+ML=MJ

|LMLSMS〉 〈LMLSMS |JMJLS〉
︸ ︷︷ ︸

Coefficients Clebsch−Gordan

• Caractérisation de l’état par2S+1LJ

http://en.wikipedia.org/wiki/Angular_momentum_coupling
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Termes spectroscopiques
Photon ne change pas de spin, maisL d’une unité

S=0

1
0

S

S=1

¨Orthohélium¨¨Parahélium¨

1s 2s

1s 2s 2p

S1
0

3
0

S

3
0,1,2

P
1

1
P
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Termes spectroscopiques

Li

Na670 nm

588 nm

Bruce, Menzel : "Principles of atomic spectra", 1968
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Termes spectroscopiques

Chimie analytique
Paris 1913

Deniges

S
ub

st
an

ce
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Termes spectroscopiques

3s−3p

2p−3d2s−2p
6103 A6707 A

5888 A
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Termes spectroscopiques

Hg
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Vers une solution plus exacte — molécules
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Approximation Born-Oppenheimer
• Hamiltonien moléculaire :

Ĥ = −
∑

I

1

2Mi
∆I +

∑

I<J

ZIZJ

|~RI − ~RJ |

−
∑

i

1

2
∆i −

∑

iI

ZI

|~ri − ~RI |
+
∑

i<j

1

|~ri −~rj |

• Décomposition en partie nucléaire et partie électronique :

Ĥ = T̂N +
(

T̂e + V̂eN + V̂ee + V̂NN

)

= ĤN + Ĥe
(

ĤN + Ĥe

)

ΨN ({~RI}) Ψe(~r1, . . . ,~rN
︸ ︷︷ ︸

variables

; ~R1, . . . , ~RM
︸ ︷︷ ︸

paramtres

) = Etot ΨN Ψe

• Solution en 2 étapes :

Ĥe Ψe({ri}; {~RI}) = Ee(~R1, . . . , ~RM ) Ψe
(

ĤN + Ee({~RI})
)

ΨN ({~RI}) = Etot ΨN
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Fonction d’onde moléculaire
• Orbitales atomiques centrées sur des atomes

χα(~r; ~R) = f(~r − ~R)

• Orbitales moléculaires comme combinaisons linéaires d’orbitales atomiques

φ(~r) =
∑

αI ,I

cαI
χαI

(~r − ~RI)

• Autant d’orbitales moléculaires qu’orbitales atomiques







φ1(~r)
...

φN (~r)







=







c11 . . . cN1

...
...

...

c1N . . . cNN













χ1(~r)
...

χN (~r)
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Fonction d’onde moléculaire
Intégrales sur orbitales moléculaires

• Intégrale de recouvrement :

Sij = 〈φi|φj〉 =
∑

α

∑

β

cαicβj〈χα|χβ〉

• Intégrales〈χα|χβ〉 peuvent être calculées une fois au début d’un calcul

• Multiplication avec coefficients à déterminer et sommation pour calculer
l’intégrale sur orbitales moléculaires.

• Séquence d’un calcul :
• Calcul des intégrales nécessaires en orbitales atomiques
• mono-electroniques et bi-electroniques
• Optimisation des coefficients
• Calcul de l’énergie totale
• Calcul de propriétés

P Reinhardt — Oran2014 – p. 38/44



Fonction d’onde moléculaire
Exemple H2 :

• 2 orbitales moléculaires à partie de deux orbitales atomiques

φg =
1√

2 + 2Sab

(χa + χb) orbitale σ

φu =
1√

2 − 2Sab

(χa − χb) orbitale σ∗

• Occupation deφg par spins opposés :

Ψ = φgφ̄g =
1

2 + 2Sab
(χa + χb) (χa + χb) (αβ − βα)

=
1

2 + 2Sab




χaχa + χbχb
︸ ︷︷ ︸

ionique

+ χaχb + χbχa
︸ ︷︷ ︸

covalent




 (αβ − βα)
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Fonction d’onde moléculaire
Energie totale :

E = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉
= 2〈φg| −

1

2
∆|φg〉 − 4〈φg|

1

|~r − ~R1|
|φg〉 + 〈φgφg|

1

|~r1 −~r2|
|φgφg〉 +

1

R
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Fonction d’onde moléculaire

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8
R (a.u.)

−1.2

−1.15

−1.1

−1.05

−1

−0.95

−0.9

−0.85

−0.8

−0.75

−0.7

T
ot

al
 e

ne
rg

y 
(a

.u
.)

H2 in a minimal Slater basis, optimal exponent

Heitler−London
LCAO
Cov + Ion
experiment
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Méthode Hartree-Fock
• Orbitales moléculaires exprimées en orbitales atomiques

φi(~r) =
∑

α

cαiχα(~r)

avec des coefficientscαi à déterminer.

• Fonction d’onde est un seul déterminant.

• On minimise l’énergie totale par variation des coefficients:

EHF = min
{cαi}

E({cαi}) = min
{cαi}

〈Ψ({cαi})|Ĥ|Ψ({cαi})〉

avec la condition que les orbitalesφi restent orthonormées.
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Méthode Hartree-Fock
• Equations Hartree-Fock :̂F φi = ǫ φi avec l’opérateur de Fock

〈χα|F̂ |χβ〉 =

∫

χα(~r)

(

−1

2
∆ −

∑

I

ZI

|~r − ~RI |

)

χβ(~r) d3r

︸ ︷︷ ︸

〈χα|ĥ|χβ〉

+
∑

I∈occ








2

∫ ∫
χα(~r1)χβ(~r1)φi(~r2)φi(~r2)

|~r1 −~r2|
d3r1d

3r2

︸ ︷︷ ︸

(αβ|ii)

−
∫ ∫

χα(~r1)χβ(~r2)φi(~r2)φi(~r1)

|~r1 −~r2|
d3r1d

3r2

︸ ︷︷ ︸

(αi|iβ)








• Energie Hartree-Fock :

EHF = 2
∑

i∈occ.〈φi|ĥ|φi〉 +
∑

i,j∈occ. (2 (ii|jj) − (ij|ji))
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Jeux de fonctions de base
Atome d’hydrogène : pas toutes les fonctions possible, baseincomplète.

• Fonctions de Slater sans nœuds :

φSTF
nℓm(r, θ, ϕ; α) = Yℓm(θ, ϕ) × rn−1 × e−β r ℓ ≤ n − 1

• Fonctions Gaussiennes

φGTF
ℓm (r, θ, ϕ; α) = Yℓm(θ, ϕ) × rℓ × e−α r2

Pourquoi fonctions de Gauss ? Essayons de calculer une intégrale bi-électronique
à 4 centres

∫ ∫
e−α|~r1−~RA|e−β|~r1−~RB |e−γ|~r2−~RC |e−δ|~r2−~RD|

|~r1 −~r2|
d3r1d

3r2

Possible avec Gaussiennes grâce à la formule du produit

e−a(~r−~RA)2e−b(~r−~RB)2 = e−
ab

a+b
(~RA−~RB)2e−(a+b)(~r−

a~RA+b~RB
a+b

)2

transformation d’une intégrale à 4 centres en une intégraleà 2 centres.P Reinhardt — Oran2014 – p. 40/44



Jeux de fonctions de base
• Base minimale : une fonction par orbitale atomique occupée (H 1s, C

1s2s2p, Ti 1s2s2p3s3p3d4s etc.)

• Split-valence basis sets : plusieurs fonctions de base par orbitale de valence
(6-31G, double ou tripleζ etc.)

• Even-tempered basis sets : exposants de Gaussiennes suivent une série
géométriqueαi = α0 × τ i

• ajoutons des fonctions de polarisation (moment angulaire supérieur)

• ajoutons fonctions diffuses avec petits exposants pour former des liaisons

• ajoutons des fonctions de corrélation

• ... ... ... vers une base complète.

Bibliothèques de fonctions de base :https://bse.pnl.gov/bse/portal
Basis Set Exchange with≈ 500 basis sets.

• Chaque programme de chimie théorique a une bibliothèque intégrée dans le
code.
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Extrapolation de bases
• Base plus grande = énergie plus basse

• Limite Hartree-Fock : toujours 1 déterminant

• Construction systématique ?

Exemple : atome d’hélium dans une série de bases aug-cc-pvXz, X=2..6

X HF energy (a.u.) correlated energy (Full CI, a.u.) # basis functions

2 −2.855704 −2.88955 11

3 −2.861183 −2.90060 28

4 −2.861522 −2.90253 58

5 −2.861627 −2.90320 108

6 −2.861673 −2.90346 186

Extrapolation: empiriquementE(X) = A + B
X3

E(∞) = A = E(X) − Y 3

X3 − Y 3
(E(X) − E(Y ))
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Extrapolation de bases
• Base plus grande = énergie plus basse

• Limite Hartree-Fock : toujours 1 déterminant

• Construction systématique ?

Exemple : atome d’hélium dans une série de bases aug-cc-pvXz, X=2..6

X HF energy (a.u.) correlated energy (Full CI, a.u.) # basis functions

2 −2.855704 −2.88955 11

3 −2.861183 −2.90060 28

4 −2.861522 −2.90253 58

5 −2.861627 −2.90320 108

6 −2.861673 −2.90346 186

Extrapolation

A B

HF −2.86228 0.0509344

Full CI −2.90431 0.1168
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Nous avons alors : Hartree-Fock
Systèmes couches fermées

A disposition

• Orbitales moléculaires−→ densités, moments multipolaires density

• Energies d’orbitales−→ potentiels d’ionisation, énsegies d’excitations,
structures de bandes

• Energie totale−→ géometrie, énergies de dissociation, constants
vibrationnelles et rotationnelles, spectres IR, polarisabiltés, thermochimie
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Nous avons alors : Hartree-Fock
Systèmes couches fermées

A disposition

• Orbitales moléculaires−→ densités, moments multipolaires density

• Energies d’orbitales−→ potentiels d’ionisation, énsegies d’excitations,
structures de bandes

• Energie totale−→ géometrie, énergies de dissociation, constants
vibrationnelles et rotationnelles, spectres IR, polarisabiltés, thermochimie

Quelle qualité des résultats ?

• Bonnes géometries, liaisons un peu trop courtes

• Bons potentiels d’ionisation

• Energies de liaisons médiocres (50 % de valeurs expérimentales)

• Fréquences médiocres (beaucoup trop grandes)

• Incapable de dissocier correctement des molécules en fragments couches
ouvertes
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Quelques perspectives
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